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ПРЕДИСЛОВИЕ 


Дорогие девятиклассники! Учебник для изучения курса алгебры 
в 9-м классе состоит из двух книг: первая часть содержит теоретиче- 


каждой теме. Сейчас вы держите в руках первую часть. Структурно 
книга состонт из пяти глав, в каждой главе есть параграфы, часть 
которых разделена на пункты. В конце каждого параграфа приведе" 
ны вопросы для самопроверки. Закончив изучение параграфа, про- 
читайте вопросы для самопроверки и попробуйте ответить на них. 
Если возникнут затруднения, всегда можно в соответствующем пара- 
графе учебника найти ответы на все вопросы. 

Каждая глава заканчивается разделом «Основные результаты», 
Это своеобразный смотр достижений, «сухой остаток», подведение 
итогов, что для успешности процесса обучения очень важно. В элек- 
тронной форме учебника представлен тест, выполнив который вы смо- 
жете проверить свои знания по теме. Кроме того, в конце каждой гла- 


Оглавление и предметный указатель, помещенные в конце кни- 
ги, помогут вам быстро найти нужный раздел, определение того или 


иного понятия или теорему. Для облегчения навигации текст снаб- 
жен графическими пиктограммами. 
Желаем вам успехов! 
Ааторы 


69 наны вовятня и теран 
Ө: 
Текст для вдумчивого чтения! 


НЕРАВЕНСТВА 
содной _ 
ПЕРЕМЕННОЙ. 
СИСТЕМЫ 


глаза И СОВОКУПНОСТИ 


НЕРАВЕНСТВ 


$1. Рациональные неравенства 
$2. Множества и операции над ними 
$3. Системы неравенств 

$4. Совокупности неравенств 

$5. Неравенства с модулями 

$6. Иррациональные неравенства 
$7. Неравенства с параметрами 


11] 


В курсе алгебры 8-го класса вы встречались с частными 
случаями рациональных неравенств — линейными и 
квадратными неравенствами с одной переменной (ниже, в 
примерах 1—4, мы напомним, как решают такие неравен- 
ства). Вообще рациональным неравенством с одной пере- 
менной называют неравенство вида ћ(х) > ф(х) (вместо зна- 
ка > может быть знак <, >, <), где А(х) и ф(х) — рацио 
нальные выражения, т. е. выражения, составленные из 
чисел и переменной х с помощью операций сложения, ум- 
пожения, деления и возведения в натуральную степень 


ные ЕТ. 


(разумеется, переменная может быть обозначена любой другой бук- 
вой). 

Прежде чем говорить о приёмах решения рациональных нера- 
пенств, напомним некоторые термины. 

Значение переменной х, которое обращает неравенство Ах) > ф(х) 
в верное числовое неравенство, называют решением неравенства 
(или частным решением). Множество всех частных решений нера- 
венства называют общим решением (или просто решением) неравен 


ства. 
Как видите, термин «решение» употребляют м в смысле общего, 
и в смысле частного решения неравенства. Более того, сам процесе 
7) поиска решений неравенства тоже называют решением неравенства. 
Обычно по тексту бывает ясно, какой смысл вкладывает- 

равносильные ся в слово «решение». 
неравенства Неравенства х) < а(х) м пх) < а(х) называют равно- 
равносильное сильными, если они имеют одинаковые решения (или оба 

преобразование не имеют решений). 

неравенства Обычно при решении стараются заменить неравенство, 


более простым равносильным ему неравенством. Такую 
замену называют равпосильным преобразованием неравенства. Пра- 
пила, по которым это можио сделать, указаны ниже. 


Правило 1 Любой член неравенства можно перенести из одной 
части неравенства в другую с противоположным знаком, 
не меняя при этом знака неравенства. 


Например, неравенство Зх + 5 < х? равносильно неравенству 
12 + Зх + 5 < 0: член х? перенесли из правой части неравенства в 
левую с противоположным знаком. 


Правило 2 Обе части перавенства можно умножить или разде- 
лить на одно и то же положительное число, не меняя при 
этом знака неравенства. 


Например, неравенство 8х – 4 > 12х? равносильно неравенству 
2х-1> Зх": обе части первого неравенства разделили на положи" 
тельное число 4. 


Правило 3 Обе части неравенства можно умножить или разде- 
лить на одно и то же отрицательное число, изменив при 
еа та атаа е 
на 


Например, неравенство -22+ - Зх + 1 < 0 равносильно неравен" 
ству 2х? + Зх - 1 > 0: обе части неравенства умножили на отрица- 
тельное число —1, изменив при этом знак неравенства на противопо- 
ложный. 


ТЛЕ 1 НЕРАВЕНСТВА. СИСТЕМЫ И СОВОКУПНОСТИ НЕРАВЕНСТВ. 


ЗЫЖАШИВЕЙ Слово «можно» в формулировках правил 1—3 означает, что после выс 
полнения указанных преобразований получится неравенство, равносильное 
паннону. 


Правила 2 и З допускают следующие обобщения (соответствую- 
щие утверждения представляют собой теоремы, которые мы для 
удобства оформим в виде правил). 


Правило 2* Если обе части неравенства с переменной х умно- 
жить или разделить на одно и то же выражение р(х), по- 
`ложительное при всех значениях х, и сохранить знак ис- 
ходного перавенства, то получится неравенство, равно” 
сильное исходному. 


Правило 3* Если обе части неравенства © переменной х умно- 
жить или разделить на одно и то же выражение р(х), 
отрицательное при всех значениях х, и изменить энак ис” 

неравенства на противоположный, то получится 
неравенство, равносильное исходному. 

Например, неравенство (2х + 102° + 2) > 0 равносильно неравен- 
ству 2х + 1 > 0: обе части исходного неравенства разделили на выра- 
жение х? + 2, положительное при любых значениях х; при этом знак 
исходного неравенства сохраняется. 


Неравенство > 0 равносильно неравенству Зх — 4 < 0: обе 


части исходного неравенства умножили на выражение -х* 1, отри- 
цательное при любых значениях х; при этом знак исходного нера- 
венства изменили на противоположный. 


Докажем теорему, составляющую содержание правила 
2*. 
Дано неравенство 
Мх) > д6 00 
умножим обе его части на выражение р(х), положительное при всех 
значениях х, и рассмотрим неравенство 
Нд > бхрх. (2) 

Докажем, что неравенства (1) и (2) равносильны. 

Пусть х = а — частное решение неравенства (1), тогда Аа) > (а) — 
верное числовое неравенство. 

По условию выражение р(х) положительно при всех значениях х, 
следовательно, р(а)> 0. Если обе части числового неравенства 
Ща) > (а) умножить на положительное число р(а), то получится 
Мађра) > а(аурќа) — верное числовое неравенство. Это значит, что 
х = а — частное решение меравенства (2). 


Пусть теперь х = Б — частное решение неравенства (2), тогда 
ЫКЫ) > Фур) — верное числовое неравенство. Но р) > 0, значит, 
обе части числового неравенства А(Ь)р(Ь) > (БР) можно разделить 
на р). сохранив знак неравенства. В результате получится 
МБ) > 4) — верное числовое неравенство, т. е. х = в — частное ре- 
шение неравенства (1). 

Итак, любое частное решение неравенства (1) является в то же 
время частным решением неравенства (2) и, наоборот, любое частное 
решение неравенства (2) является частным решением неравен- 
ства (1). Это означает, что множества частных решений, т. ©. общие 
решения обоих неравенств, совпадают. Следовательно, неравен 
ства (1) и (2) равносильны. 


Все остальные правила доказываются аналогично. 


Воспользуемся правилом 2: умножим обе части неравен- 
ства на положительное чиело 15, оставив знак неравенства 


без изменения. Это преобразование позволит нам освободиться от 
знаменателей: 
| | >15 25-1 
5х + ак - 0 > 30-1: 
Их -3> 30 - 1. 
Последнее неравенство равносильно неходному. 
Воспользовавшись правилом 1 решения неравенств, перенесём 
член 30х из правой части неравенства в левую, а член -3 — из левой 
части в правую, поменяв при этом их знаки ня противоположные: 
Их - 305 > 1+3; 
—19х > 2. 


Наконец, применив правило 3, получим х < — 


= 


ПРИМЕР 2 


Решить неравенство Зх + 9 < 22", 


Решение Воспользовавшись правилом 1, преобразуем неравенство 
к виду -2х° + 3х + 9 < 0. 

Найдём корни квадратного трёхчлена -2х° + Зх + 9, решив 
квадратное уравнение -2х2 + 3х + 9 = 0: хуя 3, х; = -1,5. 

Парабола, служащая графиком функции у = 2: + Зх + 9, пе- 
ресекает ось х в точках З и -1,5, а ветви параболы направлены 
вниз, поскольку старший коэффициент квадратного трёхчлена ра 
вен -2, т. е. является отрицательным 
числом. 

На рие, 1 схоматичееки изображён 
график функцин. Как видите, ось у пе 
Рие.1 обозначена, поскольку для ответа на во- 

прос задачи нам не надо знать точного её 
расположения. Мы воспользуемся лишь тем, что у < 0 и нижней по- 
луплоскости относительно оси х. 

Итак, у < 0 на открытом луче (25; 1,5) или ма открытом луче 

(3: оо). 


15 


х < 1,51 х> 3. 


Полезно вспомнить два утверждения, которые были доказаны в 
курсе алгебры 8-го класса. 

1. Если квадратный трёхчлен ах? + х + с не имеет корней (т. е. 
єго дискриминант — отрицательное число) и при этом а > 0, то 
при всех значениях х выполняется неравенство 

ах + 6х +е>0. 

Иными словами, если 0 < 0, а > 0, то неравенство ах? + х+е>0 
выполняется при всех значениях х, а неравенство ах? + Бх + с< 0н 
этом случае не имеет решений. 

2. Если квадратный трёхчлен ах? + х + с не имеет корней (т. е. 
го дискриминант — отрицательное число) и при этом а < 0, то 
при всех значениях х выполняется неравенство 

ахі ++ 0. 


Иными словами, если Р < 0, а < 0. то неравенство ах? + рх +е < 0 
выполняется при всех значениях х, а неравенство ах? + рх + с> 0 в 
этом случае не имеет решений. 

Эти утверждения — частные случаи следующей теоремы. 


ТЕОРЕМА 


Квадратный трёхчлен ах? + Бх + се отрицательным диекриминан. 
том при всех значениях х имеет знак 


Решить неравенство: 
а) 251 -х44>0; 6) -2+3=-820. 


а) Дискриминант 0 квадратного трёхчлена 22? - х + 4 равен 
С 4-2-4 = -31, т.е. Р < 0. Старший коэффициент 
трёхчлена (число 2) положителен. Значит, по теореме при всех значе- 
ниях х выполняется неравенство 222 — х + 4 > 0, т. е. решением задан 
ного неравенства служит вся числовая прямая (-—25; +00), 

6) Дискриминант 2 квадратного трёхчлена -х + Зх - 8 равен 
3: -4-(-0. (8 = -23, т. е. 2 < 0. Старший коэффициент трёхчлена 
(число -1) отрицателен. Следовательно, по теореме при всех значени" 
ях х выполняется неравенство -х? + Зх - 8 < 0. Это значит, что за- 
данное неравенство —х + Зх – 8 > 0 ие выполияетея пи при каком 
значении х, т. е. оно не имеет решений. 


в) (90; +00); 6) нет решений. 


Следующий пример напомнит ещё одии способ рассуждений при 
решении неравенств, 


ПРИМЕР 4 
Решить неравенство х? — бх + 8 > 0. 


Разложим квадратный трёхчлен г? — бх + 8 на множители, 
Корнями трёхчлена являются числа 2 м 4. Воспользован- 
шись формулой ах? + 6х + с = а(х — х, Хх – х), получим: 

х- 6х +8 = (и - 20-4), 


Ш > трёхчлена (рис. 2). Выясним, когда про- 
`Рие.2 + 7 изведение (х — 2х — 4) положительно, а 
когда — отрицательно. 
Если х > 4, тох 22 0и 4 > 0, значит, (х — 205—4) > 0. 
Если 2 < х < 4, тох-2>0, ах-4< 0, значит, (х – 20х - 4) < 0. 
Если х < 2, тох-2 <0их- 4 < 0, а потому (х — 20х— 4) > 0. 
Нам нужно ответить на вопрос: при каких значениях перемен- 
ной х квадратный трёхчлен х? - бх + 8 принимает положительные 


ыы 


ТЕСТ НЕРАВЕНСТВА. СИСТЕМЫ И СОВОКУПНОСТИ НЕРАВЕНСТВ. 


значения? С помощью геометрической иллюстрации, представлен- 
ной на рис. 2, делаем вывод: указанный квадратный трёхчлен при- 
нимает положительные значения на двух открытых лучах (20; 2) 
и (4; +99). 


х<2; 


Метод рассуждений, который мы применили в примере 4, называют 

обычно методом интервалов (или методом промежутков). Он ак" 

тивно используется в математике при решении рациональных нера- 
весть. 

Используя его, обычно преобразуют заданное рацио- 


ий нальное неравенство к виду /(х) > 0, где /(х) — алгебраи- 


Рис. 5 


ческая дробь или многочлен. Далее раскладывают числи» 
тель и знаменатель дроби на множители вида х ~ а (если, конечно, 
это возможно) и рассуждают, как в примере 4. 


Решить неравенство (х — 10х + 1х - 2) > 0. 


Рассмотрим многочлен /(х) = (х — 1х + 1х - 2). 

Он обращается в 0 в точках 1, -1, 2; отметим эти точки на 
числовой прямой (рис. 3). Числовая прямая разбивается указанными 
точками па четыре промежутка, па каждом из которых /(х) сохрапя" 
ет постоянный знак. Проверим это утверждение (для каждого из 
указанных промежутков в отдельности). 


Рис. 4 


Возьмём произвольную точку х из промежутка (2; +25). Она рас- 
положена на числовой прямой правее точки 2. Это значит, что 
х2 1,521, х2 2 (рис, 4). Но тогда х+1>0,х-1>0,х-2>0 
и (=) > 0 (как произведение трёх положительных чисел). Итак, на 
всём промежутке (2; +00) выполняется неравенство /(х) > 0. 

Пусть теперь произвольная точка х лежит в интервале (1; 2), т. ©. 
расположена на числовой прямой правее точки 1, но левее точки 2. 
Значит, х > 1, х > 1 их < 2 (рис. 5), а потому х+1>0, -1>0, 
х-2 < 0 и Йх) < 0 (как произведение двух положительных чисел н 

одного отрицательного). Итак, на всём 
— <_< промежутке (1; 2) выполняется неравен- 
=: ТЕО * © отво 0) <0. 


(50; –1) — ве 


сағ тар пае ПЕ 
Рк? ха та равенство /(х) > 0 (рис. 7). 


И Е" Подведем итоги. Знаки многочлена 

— 44щ ЧЕ 2) в выделенных промежутках таковы, 

Рис. 8 1 12 * как показано на рис. 8. Нас интересуют 
те промежутки, на которых выполняет- 


ся первенство /(х) > 0. Опо выполняется па интервале (-1; 1) и па 
открытом луче (2; +0). 


ПРИМЕР 6 
Решить неравенство (х = 1х + 10х - 2) < 0. 


Решение геометрической иллюстрацией предыдуще- 
го примера (см. рис. 8), но внесём в неё два изменения. 
Во-первых, поскольку нас интересует, при каких значениях х вы- 
полняется неравенство /(х) < 0, нам придётся выбрать промежут- 

ки (90; -1) и (1; 2). Во-вторых, нас 


ными кружочками, На рис. 9 представлена геометрическая идя 
страция решения, от которой нетрудно перейти к аналитической 
записи. 


х<-616х<2. 


ПРИМЕР 7 


Решить неравенство 2х — Зх? — х2 < 0. 
Удобиее расположить члены перавенства в левой части по 
жо: Медео ка нефа претрка кааб а 1 


и изменить знак неравенства: Зх? + х? - 2х > 0 Далее имеем: 
(3х2 + х 2) 2 0. Найдём корни квадратного трёхчлена Зх? + 1—2, 


а именно: Е ЕЕ а 2, ху = -1. Теперь этот 
трехчлен можно разложить на множители: 
заза 
`Интересующее нас неравенство теперь перенишем в следующем виде: 
2 
| ео >о. 


ПРИМЕР 8 


в знаменателе дроби, найдём его корни: ху = -1, ху = 6. 


2-55 (х + 1х – 6). 
Таким образом, мы преобразовали заданное неравенство к виду 


РЕЙ 
25100-59 


Рассмотрим выражение 
= 
п: 6) 


`Числитель этой дроби обращается в 0 в точках 0 м 1, а знамена- 
тель обращается в 0 в точках -1 и 6. Отметим их на числовой пря- 
мой (рис. 11), которая разбивается указанными точками на пять 
промежутков, причем на каждом промежутке выражение /(х) сохра- 
нет свой знак. Знаки указаны на рис. 11, они определяются анало- 
гично тому, как это было сделано в примере 5. Нас интересует, где 
выполняется неравенство /(х) < 0. С помощью полученной иллюстра- 
ции устанавливаем, что /(х) < 0 на интервале (-1: 0) и на интерва- 
де (1; 6). 


шша ___ Аааа 
чет вт 
1 << 0; 1<х< 6. 


ПРИМЕР 9 


6х? - 5х +4 
Решить неравенство 79 2 1. 
62-5 +4 
ав 170 
вв, 
-х-2 
46 
6:7 -2 
Если в правой части неравенства содержитея только число 0, 
удобнее проводить рассуждения в случае, когда в левой его части и 
числитель, и знаменатель дроби имеют положительные старшие ко" 
эффициенты. Умножив обе части неравенства на -1 и изменив при 
этом знак неравенства на противоположный, получим равносильное 
Му неравенство 


Решение 


20. 


4-6 
зе. 


Далее разложим чиелитель и знаменатель алгебраической дроби 
ЕВ ра множители. Числитель запишем так: х — 3. 


ТЕХ Т НЕРАВЕНСТВА. СИСТЕМЫ И СОВОКУПНОСТИ НЕРАВЕНСТВ. 


Чтобы разложить на множители содержащийся в знаменателе 
дроби квадратный трёхчлен бх? — х 2, найдем его корни: х, = 5, 


х= 5. Значит, 


ка) 


{мы снова, как и в примере 7, воспользовались формулой разложе- 
ния на множители квадратного трёхчлена). 


Числитель этой дроби обращается в 0 в точке | 


тель — в точках 2 и 1. Отметим их на числовой прямой (рие, 12, а) 


которая разбивается указанными точками на четыре промежутка, 
= + = + причём на каждом промежутке выраже- 
——2—————— ние Кл) сохраняет знак. Нас интересуют 
Е в те промежутки, на которых выполняет- 
38 ся неравенство /(х) < 0, оин заштрихова- 

а ны на рис. 12, 6. По условию нас интере- 
РАУ м суют и те точки х, в которых выполня- 
Ши ШШШШЩ ^ „ется равенство Их) = 0. Такая точка 


только одна — это точка х = [х-3]. 
ие. 12 в (она отмечена тёмным кружочком), по- 
скольку лишь при этом значении числи- 

тель дроби /(х) обращается в нуль. Таким образом, на рис. 12 пред- 
ставлена полная иллюстрация решения заданного неравенства, от 


которой нетрудно перейти к аналитической заш 
ниссан. $<=< 


Во всех рассмотренных примерах мы преобразовывали заданное 
неравенство в равносильное ему неравенство вида /(х) > 0 или 
Их < 0, где 


іх = айх - 5) 

о 909 
(количество множителей в числителе м знаменателе дроби может 
5] быть любым). Затем отмечали на числовой прямой точки а, 5, с, Чи 
определяли знаки выражения /(х) на выделенных проме- 
кривая знаков. жутках. Обратите внимание, что знаки выражения /(х) 
чередуются (рис. 14). Это чередование удобно иллю" 
стрировать с помощью волнообразной кривой, которая чертится 
справа налево, начиная сверху; она показана на рис. 14. На тех про- 
межутках, где эта кривая (её иногда называют кривой знаков) распо- 
ложена выше оси х, выполняется неравенство /) > 0; на тех проме- 
и о ней 

венство /(х) < 0. 


- - + - + 

——. 
Рис. 13 $ РВ” " 
Рис. 14 № я * 


Решить неравенство г: 20, 


Преобразуем данное неравенство к виду 


=), 


Чтобы воспользоваться методом интервалов, отметим на число» 
вой прямой точки 0, 4/7, –ү7 (в этих точках числитель дроби обра- 


шлется в нуль) и точки —3 и $ (в этих точках знаменатель дроби 
обращается в нуль). Обычно точки отмечают схематически, учиты- 


ТЕСТ НЕРАВЕНСТВА. СИСТЕМЫ И СОВОКУПНОСТИ НЕРАВЕНСТВ. 


вая порядок их следования (какая — правее, какая — левее), и не 
особенно обращают внимание на соблюдение масштаба, Ясно, что 


09 < -$ < 0. Что касается чисел Ти $, то 7 = 2,65, а 5 = 2,67, 


ани, Л <, 


Итак, УГ <-8 50 И < 8. 


Отметим эти точки в указанном порядке на числовой прямой 
(рис. 15). Раеставим знаки выражения 


27 5+7 


па полученных промежутках: па самом правом ставим знак «+», а 
далее знаки чередуются (рис. 16). Выделим штриховкой те проме- 
жутки, на которых выполияется интересующее нас неравенство 
х) > 0 (рие, 17). Учтём, наконец, что речь идёт о нестрогом нера" 
венстве (х) > 0, значит, нас интересуют и те точки, в которых выра- 
жение /(х) обращается в нуль. Это корни числителя дроби /(х), т. 
точки 0, -/7 и 7; отметим их на числовой прямой (ем. рис. 17) том- 
ными кружочками. Вот теперь рис. 17 даёт полное представление о 
решении заданного перавенства. 


= 3 ° я} Б 
аж. + И 
9 и: * 
МЕГИ + Ф 
= т 
з з 


7 <х< В 0<< Д: => 


Встречаются рациональные неравенства, при решении которых ме- 


| 
| 
| 
| 


Решить неравенство (х — 1 (х + 2) < 0. 


Рассмотрим выражение /(х) = (х — 1)! (х + 2), отметим точ- 
ки 1 и -2 на числовой прямой и определим знаки /(х) на 
каждом из трёх полученных промежутков. 

Если х є (1; 9), т.е. х> 1, то 


(Е - 1 >0,х+2>0. 
Значит, выполняется неравенство /(х) > 0. 
Если хе (-2; 1), т.е. -2<х< 1, то 
4х - № > 0, х+2>0. 
Значит, выполняется неравенство /(х) > 0. 
Если хе (00; -2), т.е, х < -2, то 
(х - 10 > 0, х+2 < 0. 
Значит, выполняется неравенство /(х) < 0. 
нение знаков выражения /(х) 


Если бы заданное в примере 11 перавенство было иестрогим, т. е. имело 
љид (х = 1 2+2) < 0, то геометрическая модель решения изменилась бы: 
ЕЕ 


тогда следующий вид: х < -2: = 1. 


В только что разобранном примере 11 ие было того чередования. 
знаков, на которое мы обращали внимание ранее, а потому и «кри- 
вую знаков» здесь чертить не стоит, Привычная картина нарушена 
из-за того, что в выражении (х) фигурирует множитель (х — 1)#, из- 
за него при переходе через точку х = 1 знак выражения не меняется. 


Рис, 20 


ТЛАВА т НЕРАВЕНСТВА. СИСТЕМЫ И СОВОКУПНОСТИ НЕРАВЕНСТВ. 


Так же обстоит дело с любыми множителями вида (х — а)", где л — 
чётное число. Если же в выражении содержится множитель 
(х = а), где п — нечётное число, то при переходе через точку х 
зпак выражения меплется. Советуем вам в подобных случаях ие 
чертить «кривую знаков», а определять во всех полученных проме- 
жутках знаки выражения. 


Отметим на числовой прямой корни числителя — точки 0, 
-$, 2, и корни знаменателя — точки 5 и 3,5 (рие, 20), 


чаз + ух 2 
Выражение Лх) = а 

значения при х > 5, а далее по промежуткам знаки /(х) меняют- 
ся так, как показано на рис. 20 (обратите внимание, что слева и 
справа от точек 0, 2 и 3,5 знаки одинаковы, а слева и справа от то- 


чек –$ и 5 — различны; это как раз и связано с чётностью или нечёт- 


ностью соответствующих показателей). Заштрихуем промежутки, на 
которых Кх) > 0, и закрасим точки, в которых /(х) обращается в 0 
(корни числителя). Полученная геометрическая иллюстрация реше- 
ния заданного неравенства позволяет составить аналитическую за- 
пись решения. 


принимает положительные 


х=0: х=2;х> 5. 


ПРИМЕР 13 


Рис. 21 


Преобразуем выражение, стоящее в левой части неравенства: 


19-22-44: а _ 2.33. 
97 ТнТ) Т.Е 
219-02 -45-07-2) _ 2 _ хі ьхьа 
СЕСЕ па: в + 
Таким образом, задача сводится к решению неравенства 
22 «о 
г: % 


Дискриминант О квадратного трёхчлена х? + х + 2 отрицателен: 
р=12-4-1:2=-7. 

Значит, корней у трёхчлена нет, а потому формула аг? + х + с= 

= абх — их — хи) эдесь неприменима, Как же быть? 
Ответ на этот попрос даёт сформулированная выше теорема: если 
У квадратного трёхчлена ах? + 6х + с отрицательный дискриминант 
м положительный старший коэффициент, то трёхчлен принимает 
положительные значения при всех значениях х. Но тогда на него 
можно разделить обе части неравенства, не меняя знака неравенства: 
это приведет к неравепству, равносильному данному. Итак, от пера- 
СЕБЕ < 0 мы переходим к равиосильному ему и болео 


1 
простому неравенству тту < 0. 


+ - Воспользовавшись методом интерва- 
= лов (рис. 21), выбираем в качестве реше- 
т * ния неравенства интервал (-7; 7). 


Рис. 22 


При решении квадратных неравенств советуем не злоупотреблять 
методом интервалов. Пусть, напримор, нужно решить неравенство 
3х - 2х-2 < 0. Корнями квадратного трёхчлена 3х? ~ 2х - 2 явля- 


отел числа ху = ТЕЗ, к, а 1-57, Пользоваться здесь формулой 


Зх? - 25-2 = Зх – х.х – х) обременительно. Проще отметить най- 

денные корни на числовой прямой, учитывая при этом, что х < ху, 

и схематически построить проходящую через эти точки параболу 
у= 31? 2х - 2 с ветвями вверх (рис. 22), 
а затем выбрать промежуток, на котором 
парабола расположена ниже числовой 
прямой — интервал (хз; х1). Это и есть 
решение неравенства. 


и. 


12. 


СЛАВА 


НЕРАВЕНСТВА. СИСТЕМЫ И СОВОКУПНОСТИ НЕРАВЕНСТВ 


Вопросы для самопроверки 


Что называют частным решением неравенства с одной пе- 
ременной? 

Что называют общим решением (или просто решением) не- 
равепетва с одной переменной? 

В каком случае неравенства /(х) > а(х) и у(х) < #(х) называ 
ют раппосильными? 

Известно, что оба неравенства /(х) > &(х) и р(х) < Мх) не 
имеют решений. Можно ли назвать их равносильными? 
Сформулируйте правила решения неравенства с одной пе- 
ременной. 

Расскажите, как, применяя правила, вы решите неранен- 
ство: 

а) Зх + 1050; 6) Зх + 6 > 5х + 14. 

Опишите алгоритм решепия неравенства ах? + Вх + е > 0, 
где а = 0. Примените этот алгоритм для решения неравен" 
ства х? - 4х +3 > 0. 

Опишите алгоритм решения неравенства ах? + Бх + с < 0, 
тде а я 0. Примените этот алгоритм для решения неравен- 
ства х? + 22 - 3 < 0. 

Известно, что дискриминант Г квадратного трёхчлена 
ах? + Вх + с отрицателен и а > 0. Что вы скажете о реше- 
нин неравенства: 

а) ах? + Бх +с > 0; в) ах? + бх +с> 0; 

б)ах? + кже < 0: гах? + хъс 07 

Известно, что дискриминант П квадратного трёхчлена 
ах? + вх + с отрицателен и а < 0. Что вы скажете о реше“ 
нии неравенства: 

а) ох кхе 0: вах? +вх+е2 0; 
бах + хе о; г)ах? хс 0? 

Расскажите, в чём состоит метод решения неравенств, на- 
зываемый методом интервалов, и примените его для реше- 
ния неравенства: 

а) хіх + 1х2) < 0; в) (к - 1х 8) с 4) > 0. 
6) (х – 10 - ЗИ +4) 20; 


Верно ли такое решение неравенства + < 


так как 1 < 1, 
ЕЯ 


то, перейдя к обратным числам, получим х > 3? Решите 
неравенство 1 < 1, применяя правила н метод нитервало, 
Сравните полученное решение с найденным выше (х > 3). 
Почему получились разные результаты? 


ныне ГЕ о 
_ Множества и подмножества и 


В этом параграфе мы рассмотрим простейшие понятия и обозначения 
языка теории множеств, который вот уже более ста лет составляет 
своеобразный фундамент, базис современного математического языка. 

Множество состоит из элементов. Если этих элементов немного, 
то удобно все элементы просто перечислить в каком-нибудь порядке. 
Чтобы не забыть, что перечисляемые элементы объединены вместе п 
некоторое множество, такое перечисление производят внутри фигур- 
ных скобок { , }. Вот некоторые примеры. 


10.1, 2,3,4. 5, 6.7, 8,9) 


Корни уравнения 
х1 + 10: - 30-0 


Элементы множества можно перечислять в произвольном поряд" 
ке. От изменения порядка перечисления элементов само мпожество 
не меняется. Например, (А, Е, В, И, О, У, Ы, Э, Ю, Я) и (Я, И, Ы, Э, 
Ю, Ё, 0, У, А, Е} — это одно и то же множество, состоящее из всех 
гласных букв русского алфавита. 
Если множество не содержит ни одного элемента, его называют 
пустым множеством и обозначают 2. 
ө Чаще всего мы будем заниматься числовыми множествами, т. 


множествами, элементами которых являются числа. Для числовых 
множеств есть естественный порядок перечисления их 

пустое элементов от меньшего числа к большему. 
[мии Если элементов во множестве много (например, не- 
сколько десятков, сотен и т. д.) или если множество бес- 
конечно (например, множество всех натуральных или множество 
всех целых чисел), то явное перечисление элементов такого множе- 


ма разнообразны, Бот некоторые из них. 


412 <х< 1} Множество всех чисел, которые больше 2 
и меньше 7 

(2:7) Миожество всех чисел, которые больше 2 
и меньше 7 


В случаях 1) и 2) по нескольким предъявленным элементам мно- 
жества мы по аналогии догадываемся о том, как устроено всё множо- 
ство целиком. Этот способ в том или ином виде использует словес- 
ный оборот +„-и так далее». 

Некоторые числовые множества столь часто встречаются в раз- 
личных разделах математики, что для них ввели специальные обо- 
значения. Именно так обстоит дело в случаях 3) и 4) или, например, 
для множества целых чисел, которое обозначают 2. 

В случае 5) множество задано с помощью его характеристиче 
‘ского свойства, Это один из самых распространённых способов зада- 
внутри фигурных скобок является со- 
кращением слов +..таких, что... 

Наконец, в случае 6), как и в случаях 3) и 4), множество 
{12 < х < 7) задано с помощью специального обозначения, Здесь 
мы имеем дело с одним из наиболее типичных примеров число" 
вых множеств — с нитервалом. Наряду с интервалами мы очень ча- 
сто встречаемся и с другими числовыми промежутками. Например, 
{ха < х < Б) = [а; в] — отрезок с концами а и 6; {х|х < 6) = 
= (90; 0) — открытый луч с концом в точке Б. 


По указанному заданию множества дать сго словесное описание: 
а) (0, 2, 4, 6. 8); в) (12, 22, 32, ..., 92) 
6) (2, 4. 6, ..., 18, 20): г) (1, 8, 27, 64, 125, 


Словесные описания одного и того же множества могут выт 
тлядеть по-разному. Ведь в естественном разговорном язы- 
ке одну и ту же мысль можно выразить по-разному. Поэтому в скоб- 
ках приведём и другие возможные варианты ответов. 

а) Множество всех чётных цифр (все цифры, кроме цифр 1, 3, 5, 
т. 9); 

6) множество всех чётных натуральных чисел, которые меньше 
21 (все числа, полученные из чисел 1, 2, 9, 10 умножением на 2); 

в) множество всех двузначных чисел, оканчивающихся на 2 (все 
числа вида 10х + 2, где х — любая цифра, кроме 0); 

г) множество кубов всех натуральных чисел (множество значе- 
ний функции у = х? для натуральных значений аргумента х). 


ПРИМЕР 2 


Решив соответствующее неравенство, составить более привычную за- 
пись числового множества: 

1, 0) 

= 


а) (х [2201200 ъ|: 
69| 41< 0,5}; т) (|35: < 24х + 35). 


а) Прочитаем запись (х |х? + 1 > 0} шаг за шагом. Следует 
найти множество всех х таких, что х? + 1 > 0, Это неравен- 
‘ство верно для всех действительных чисел. Получаем ответ: вся чис- 
ловая прямая; в символьной записи: (-00; +56), или Е. 

6) Следует найти множество всех х таких, что х? + 1 < 0,5, т. е. 
х? < -0,5. У этого неравенства нет решений. Впрочем в подобных 
‘случаях говорят так: решение — пустое множество, или, в символь- 
ной записи, 2. 


в) Следует найти множество решений неравенства 1 > 1. Имеем: 


1-1>0; > 0: 
х = т 


Воспользовавшись методом интервалов (рис. 23), получаем ин- 


тервал (0; 1), 
И" _ г) 352 < 24х + 35; 357 - 24х – 35 < 0; 
Рис. 23 


р. 22 + 35 = 1369 = 37; 


-= #1 


< о. 
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Ветви параболы у = 35? – 24х – 35 направлены вверх. Поэтому 
множество решений неравенства 35° ~ 24х — 35 < 0 — это отрезок 


между кориями ху = 5 и ху = 2 (рис, 24). 


сони ›^ 92: 00:1: 5 - Я 


Такие словесные обороты, как «элемент х принадлежит множе- 
ству А» или «х является элементом множества А», достаточно длин- 
ө ные и не всегда удобны в записи решений конкретных задач, В мате- 


= 


матике эти выражения более кратко записывают так: х є А. Смысл 
знака принадлежности Є легко запомнить: Є — это по- 
знак ревёрнутая буква «Э», т. е. буква, с которой как раз и на- 
принадлежности | чинается слово «элемент». Наряду со знаком принадлеж- 
ности © используют и его «отрицание» — знак #, Запись 
х в А является сокращением фразы •х не является элементом мио" 
жества А». Например, 
Зе (1, 3, 5, 7,9), а13е (1, 3, 5. 1,9); 
Уе |А, Е, В, И, О, У, Ы, Э, Ю, Я), ноье (А.Е, В, И, О, У, Ы, 
э, ю, я}; 
2017 є М, тогда как 201,7 # №; 
є {х|35х° < 24х + 35), а2 є (х|35:° < 24х + 35) (ем. пример 2, г). 
Заметим, что если неверно, что хс А, то верно, что хе А. Наобо- 
рот, если верно, что хе А, то неверно, что хе А. 


Верно ли, что: 
а)0ем вте (х| х7 – 65% + 3х? +1 < 0): 


906 2: эте [|2 > 30] 


а) Нет. 0 не является натуральным числом. Значит, 0 # №. 
6) Да. Более того, само обозначение 2 множества целых чи- 
сел получено от первой буквы слова «Тего» — нуль.* 

в) Да. Подставим х = 1 в неравенство х7 – 6х“ + 3х1 + 1 < 0, Полу- 
чим верное числовое неравенство: -1 < 0. 

т) Нет. При х = 1 ве определена левая часть неравенства 


М > 30, 
т. е. неверно и само неравенство. 


> По другим данным, от немецкого слова 2аћ — число. 


Е ЕС И 


Если каждый элемент множества В является элементом множе- 
ства Л, то множество В называют подмножеством множества А. 
Обозначение: В С А. Знак с называют знаком включения, 


(©) Знаки принадлежности Є и включения С несколько похожи друг 
на друга. Однако это принципиально разные знаки, и их не следует 
путать. Например, запись 1 < (1, 2, 3} ошибочна, так как в её левой 

сти находится не множество, а элемент множества, В то же время 

с записью 1 є (1, 2, 3) всё в порядке: она означает, что число 1 явля" 
ется элементом множества (1, 2, 3). Всё в порядке и с записью 

7] (1) с (1, 2, 3), которая означает, что одноэлементное множество {1} 


ивляется подмножеством трёхэлементного множества (1, 2, 3), что, 

разумеется, верно. Запись (1; 2] є (0; 3) ошибочна, так 

подмножество как в её левой части находится не элемент, а множество. 

знак включения = Азот запись [1; 2] < (0; 3), как говорят, коректна м гео- 

метрически означает, что ма числовой прямой отрезок 

11; 2] целиком содержится в нитервале (0; 3). Включение 

11; 2] < (0; 3) можно проверить и алгебраически: оно означает, что 

всякое решение неравенства 1 < х< 2 будет решением неравенства 
0х8. 


Для наглядного объяснения различных операций над множествами 
очень удобно изображение множеств в виде плоских фигур. Обычно 
множества при этом изображают в виде некоторых кругов. Такие 
круги называют кругами Эйлера в честь великого ши 
круги Эйлера царского математика Леонарда Эйлера. 
Начпём с операции пересечения множеств. Из курса 
геометрии эта операция хорошо известна в применении к 
простейшим плоским линиям и фигурам. 


Пересечением множеств А и В называ- 

лав ют множество, состоящее из всех общих 
элементов множеств А и В, т. е. из всех 
элементов, которые принадлежат и мно- 
жеству А, и множеству В (рис. 25). Пе- 
ресечение множеств А и В обозначают 
так: АП В. 


ТЕСТ НЕРАВЕНСТВА. СИСТЕМЫ И СОВОКУПНОСТИ НЕРАВЕНСТВ. 


Используя уже известные способы задания множеств, это опреде- 
ление можно перевести из словесной записи в формульную: 


АПВ = (хх ЕАихеВ). 


ПРИМЕР 4 


Найти пересечение А 0 В множеств А и В: 
м А = (11, 22, ..., 88, 99), В = (3, 
6) А — множество различных букв, используемых в слове «перерас" 
пределение», В — множество различных букв, используемых в 
слове «реформирование»; 

вуд = (1; 0), В = № 

г) А — множество точек окружности радиусом 1 с центром в 
координат, В — множество точек прямой у = Зх ~ 5. 


Решение а) А — это множество всех двузначных чисел, кратных 11, 
В — это множество всех натуральных чисел, кратных 3. 
Число х принадлежит и множеству А, и множеству В, если оно дву 
значно и кратно как 11, так и 3, т. е. кратно 33. Таких чисел имеет. 
ся ровно три: 33, 66 и 99. 

Итак, А П В = {33, 66, 99). 

6) Выпишем все встречающиеся в указанных словах буквы по од- 
ному разу: А = (п, ©, р, в, ©, д, д, В = (р. е, ф, о, м, и), 
Рассмотрим по очереди все элементы первого множества. Так как 
пе А, ноп ё В, то буква «п» 
не лаляется общей для мно- 
жеста А м В. Значит, пе 
ЕЛП В. Так какеє ли 
ее В, то буква е» является 
общей для множеств А м В. 
Значит, ес А П В. Переби- 
рая все буквы множеств А и 
В, получаем: А П В = (е, р, 


Число 1 принадлежит 
множеству В = №, но ие при- 
надлежит множеству А = 
= (1; 410): конец интервала 
не входит в сам интервал. 
Значит, 1 # А П В. Так как 
з < 10 < 4, то числа 2 из 
принадлежат и множеству А, 
и множеству В: 2 А П Ви 
3 є А П В. Все натуральные 


множества над ним 


числа, начиная с 4, лежат вне интервала (1; 10). Знач 
числа не принадлежат пересечению А П В. 

Итак, А П В = {2; 3). 

г) Допустим, что точка (х; у) координатной плоскости принадле- 
жит пересечению А П В. Так как она лежит на единичной окружно- 
сти, то хз + у? = 1 (подробнее об окружностях на координатной пло- 
скости мы поговорим в $ 8). Так как она лежит на заданной прямой, 
тоу = Зх - 5. Значит, 


2 + (3х - 5 
1022 — 30х + 24 
5х2 - 15х + 12-0. 

Найдём дискриминант полученного квадратного ура 
= 15-4: 5-12 = 225 - 240 < 0. Дискриминант отрицателен, зна 
чит, корней у квадратного уравнения 5х? — 15х + 12 = 0 мет. Поэтому 
у множеств А и В нет общих точек. Такие множества называют неле 
ресекающимися (рис. 26). Пишут: А 0 В = 2. 


1: 


Можио рассматривать пересечения ие только двух, но и трёх, че- 
тырёх и т. д. множеств. Например, пересечением множеств А, Ви С 
называют множество, состоящее из всех элементов, которые принад- 
лежат и множеству А, и множеству В, и множеству С (рис. 27). Пе- 

ресечение множеств А, В и С обозначают так: А П ВП С. 
С пересечением множеств мы встречаемся, когда речь идёт об од- 
новременном выполнении нескольких условий. В алгебре типичным 
примером является система уравнений 


[10 = 0, ран — 
ао) = 0. 
множество корней первого уравнения 
системы, а В — множество корней вто- 
рого уравнения системы, то пересечение 
А П В состонт из всех чисел, которые яв" 


с одной переменной 


А 


Леонард Эйлер (1707—1783), великий 
швейцарский, немецкий и российский 


математик м физик. Долгое время ра (“\ 


ботал в России. Внёс фундаменталь 
ный вклад в математику, механику, 
физику, астрономию н ряд приклад 


ных наук. 


баид < 
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ляются одновременно корнями и первого, и второго уравнений си- 
стемы. Значит, пересечение А 0 В представляет собой решение систе- 
м НИЕ о) = 0, 

К 10) = 0. 


ПРИМЕР 5 


На школьной спартакиаде каждый из 25 учеников 9-го класса вы- 
полнил норматив по бегу или по прыжкам в высоту. Оба норматива 
выполнили 7 учеников, а 11 выполнили только норматив по бету. 
Сколько учеников выполнили норматив по бегу, а сколько — по 
прыжкам в высоту? 
Решение Воспользуемся кругами Эйлера (рис, 25). Круг А — это 
множество учеников, выполнивших норматив по бегу, 
круг В — это множество учеников, выполнивших норматив по прыж- 
кам. Их пересечение, согласно условию, содержит 7 элементов, часть 
множества А без пересечения содержит 11 элементов, В классе 
25 учеников, значит, часть миожества В без пересечения содержит 
7 элементов. Теперь нетрудно ответить на вопрос задачи: норматив 
по бегу выполнили 11 + 7 = 18 учеников, а норматив по прыжкам 
выполнили 7 + 7 = 14 учеников. 


Использованне операции пересечения множеств в математике соот- 
петствует использованию союза «и» в русском языке. Родственный 
ему союз «или» связан с другой операцией над множествами — опе 
рацией объединения. 


Объелинением множеств А и В назы- 
вают множество, состоящее из всех. 
элементов, которые принадлежат хо- 
тя бы одному из этих множеств — 
множеству А или множеству В 
(рис. 28). Объединение множеств А и 
В обозначают так: А О В. 


‘словесной записи в формульную: 


АОВ = {хіх ЕА или х ЕВ} 


ө Как и в случае пересечения, это определение можно перевести из 


Найти объединение А О В мпожеств А и В: 

а) А — множество делителей числа 105, В — множество делителей 
числа 55; 

6) А — множество цифр записи числа 3°, В — множество цифр запи- 
си числа 219; 

вА = (1: /10), В = (2; 48 

т) А — множество точек координатной плоскости, у которых абсцие- 

са больше 3, В — множество точек координатной плоскости, у ко- 

торых ордината ие больше 2. 


а) Разложим на простые множители чиела 105 и 55. Так 
как 105 = 3-5-7, а 55 = 5-11, тА = (1,3, 5, 7, 15, 21, 
35, 105), а В = (1, 5, 11, 55). Ко всем элемептам множества А доба- 
вим все элементы множества В, которые ещё не встречались в А, 
т. е. добавим 11 и 55. Значит, 
ЛОВ = (1,3, 5, 7,11, 15, 21, 35, 55, 105). 
4). В = (0, 1, 2, 4). По- 
1,2 


6) 3? = 243, 219 = 1024. Значит, А = (2, 
ступим, как и в задании а). Получим: А О В 

в) Тут удобнее работать с числовой прямой. Данные множества 
(числовые промежутки) А = (1; 4/10), В = [2; 4] пересез 
одно из них не содержится целиком в другом (рис, 29). Используем 
для этих множеств различные штриховки и затем посмотрим, какое 
в итоге мы заштриховали, Получится, что 


числовое 
лУв=(1; 4]. 


Рис. 29 ЛЕ 


т) Тут тоже удобнее использовать чертёж. Множество А — это 
множество всех точек, лежащих правее вертикальной прямой х = 3. 
Используем для него вертикальную штриховку (рис. 30). Множе- 
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ЛАВА 


ство В — это множество всех точек, лежащих ниже горизонтальной 

прямой и = 2 или на самой этой прямой. Используем для него гори- 

зонтальную штриховку (рис. 31). 
т 5 


Рис. 31 


Тогда А О В — это множество 
всех тех точек плоскости, которые 
мы заштриховали первым или вто- 
рым способом (рис. 32). Отметим 
для примера, что начало координат 
и точка (3; 2) принадлежат объеди- 
нению А О В, а точка (2; 3) ему не 
принадлежит. 


Как и для пересечений, 
можно рассматривать объеди- 
нения не только двух, но и 
трёх, четырёх и т, д, множеств, 
Например, объединением мно- 
жеств А, В и С называют мно 
жество, состоящее из всех эле- 
мептов, которые принадлежат 
множеству А, множеству В или 
множеству С (рие. 33). Объединение множеств А, В и С обозначают 
так: АО ВОС. 


ЗИЧИНИЕ | Знаки пересечения 7 н объединения О учащиеся часто путают, Вот не- 
‘сколько советов по их запоминанию. Знак объединения похож на первую 
букву английского слова «Опіоп» — объединение. Иногда помогает и так 
модель: операция объединения О — это открытый мешок, в который сыпа: 
ются элементы объедиияемых множеств. Значит, А © В содержит в себе все 
элементы обоих множеств А м В и не содержит микаких других элементов. 
Если вы хорошо запомнили знак объеднпепия О. то зпак пересечения 0 — это 
просто другой, оставшийся знак. Можно такжо заметить, что несколько 
напоминает русскую букву «П», є которой начинается слово «перосеченне». 


# 


ные Яо 


Вопросы для самопроверки 


1. Что означает запись х є А? 

2. Что означает запись А с В? 

3. Как называют в математике знак с? знак е? 

4. Верна ли запись № є 2? запись № с 2? 

5. Верна ли запись 1 є №? запись 1 С №? 

6. Укажите, какие из представленных ниже соотношений яв- 
ляются истинными высказываниями, а какие — ложными: 
в) 3,5 < 9: 2) (2; 212; 
6) 3,5 є 2; м) (2; 5] с [2; 5); 
ю9с2: в) (2: 5] с [2: 5]. 
0 2с 9; } 
дое № Е < 

7. Выпишите все двухалементные подмножества множества 
{1, 2. 3,4, 5). 


8. Выпишите все подмножества множества (1, 3, 5). Сколько 
подмножеств получилось? Если меньше восьми, постарай- 
тесь найти утерянные подмножества. 

9. Что называют пересечением множеств А и В? Как обозна- 
чают пересечение множеств А и В? 

10. Что называют объединением множеств А и В? Как обозна- 
чают объединение множеств А и В? 


Первое знакомство с системами неравенств состоялось в курсе ал- 
тебры 8-го класса, где мы рассмотрели несколько примеров решения 
систем линейных неравенств. Здесь речь пойдет о более сложных си- 
стемах неравенств. А в конце параграфа мы рассмотрим несколько 
текстовых задач, где составление математической модели приводит 
к системе неравенств. 

Начнём с определения основных понятий. 


Несколько неравенств с одной переменной образуют систему нера- 
зонетв, если ставится задача найти такие значения переменной, ко 
‘торые являются частными решениями всех заданных неравенств. 
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Значение переменной, при котором каждое из неравенств систе- 
мы обращается в верное числовое неравенство, называют частным 
решением (или решением) системы неравенств. Множество всех 
частных решений системы неравенств называют общим решени- 
ем системы неравенств (или просто решением системы нера- 
венств). 


Неравенства, образующие систему, объединяют фигурной скоб- 
кой (так же обстоит дело и в системах уравнений). Иногда использу- 
ют и запись системы неравенств в виде двойного неравенства, На“ 
пример, систему неравенств 


[2х-1>3, 
[2х -1< И 


можно записать в виде двойного неравенства 3 < 2х ~ 1 < 11. 
Пусть нужно решить систему неравенств 


[лоо > а, 
Табо > вх. 


Предположим, что решением первого неравенства си- 
стемы является интервал (а; Б), а решением второго мера 
венства — интервал (с; 4). Отметим эти промежутки на 
одной числовой прямой, использовав для первого интер" 
вала нерхиюю штриховку, а для второго — нижнюю 
зерна штриховку (рие. 34). Решением системы неравенств яв 
ляется пересечение решений неравенств системы: в рас- 
сматриваемом случае это интервал (с; Б) — промежуток, который, 

как видно на рисунке, заштрихован и сверху, и снизу. 


Рис. 34 а е 


Кроме указанного метода штриховок при решении систем нера- 
венств используют и так называемый метод «крыш». Соответствую- 
щая иллюстрация представлена на рис. 35. Можно использовать м 
тот, и другой метод. 


ПРИМЕР 1 


Преобразовав первое неравенство системы к виду 
(х - ЗИх + 3) > 0 и применив метод интервалов (рис. 36), 

получим: х < -3; х > 3. Преобразовав 
- ја. т пераво сисныы я виа 
сао 8—7", манна метод натта 


лов (рис. 37), получим 0 < х < 5. 


= + А Теперь отметим найденные решения 
_АШШШШШЩ__„ на одной координатной прямой, исполь- 
Рис. 37 о 5 * зовав для решений первого неравенства 


верхнюю штриховку, а для решений 
второго — нижиюю штриховку (рие. 38). Решением системы нера- 
венств будет пересечение решений неравенств системы, т, ©, отрезок 
13; 5]. 


һем а — уа: 


Ответ 


а) Из первого перавенства находим, что х > 2. Квадратный 
трёхчлен х? + х + 2, стоящий в левой части второго мера" 
һенства, имеет отрицательный дискриминант, а его старший коэф- 
фициент положителен. Значит, при всех значениях х выполняется. 
неравенство х? + х + 2 > 0, а потому второе неравенство системы не 
имеет решений. Но тогда и система ие имеет решений. 

6) Решение первого неравенства имеет вид х > 2, а второе нера- 
венство выполняется при любых значениях х. Значит, решение си- 
стемы совпадает с решением первого неравенства системы. 


а) нет решений; б) х > 2. 


Рис. 39 


гар х=3; Л0<х<6. 


| Решение ШОГА 


1. Если в системе из нескольких неравенств © одной перемі 
ной одно неравенство не имеет решений, то м система не 
имеет решений. 


2. Если в системе из двух неравенств є одной переменной одно 
неравенство выполняется при любых значениях переменной, 
то решением системы служит решение другого неравенства. 
системы. 


Вх - х1 45.02-10) 20, 


Решить систему неравенств. 
< х2 - 25-24 < 0. 


х = З или х = 15, первое нера- 

венство системы выполняется. Второму неравеиству удон- 
летворяет лишь значение х = 3, его следует включить в ответ, Если 
18х – х2 – 45 > 0, то задача сводится к решению следующей системы 


18х - х? - 45 > 0, (х - ЗИх - 15) < 0, 
неравенств: (х2 - 10) 20, т.е. |(х- /10)( + (10) 20, 
ж-2-24<0, (х - 6х +4) < 0. 
Решение первого неравенства системы — интервал (3; 15); решение 
второго неравенства — объединение лучей: (-25; —/10]\ [\Л0; +25); ре- 
шение третьего неравенства — отрезок [-4; 6]. На рие. 39 предетавле- 


на геометрическая иллюстрация поиска пересечения указанных трёх 
множеств (методом «крыш»); этим пересечением является отрезок 


1109; 6]. 
-л9 зло 6 . 


Р 15 


ПРИМЕР 4 


Пристань В находится п 45 км от пристани А вниз по течению. Катер 
тратит на путь от А до В более 1,5 ч, а на обратный путь — менее 
2 ч. Чему равна собственная скорость катера, если известно, что она 
выражается целым числом и что скорость течения реки 3 км/ч? 


Т ЭТАП. Составление математической модели. 
Пусть х км/ч — собственная скорость катера; естественно, 
что должно выполняться условие х > 3. Тогда (х + 3) км/ч — скорость 
катера по течению; (х = 3) км/ч — скорость катера против течения; 
я — время движения из А в В (оно по условию больше 3 ч); 
6; ч — время движения из В в А (оно по условию меньше 2 ч) 

Математическая модель задачи представляет собой систему пера- 
пенст 


Решение 


Так как х > 3, тох+3 > Оих-3 > 0, а потому во втором и 
третьем неравенствах системы мы можем освободиться от знаменате- 
лей, не меняя онаков неравенств. Кроме того, полезно обе части 
второго неравенства разделить на 3. В итоге придём к более простой 
системе неравенств: 

х>3 
30 > х +3, 
45 < 2х -6. 

Решив эту систему, получим: 

25.5 << 21. 

Ш ЭТАП. Ответ на вопрос задачи. 

В задаче спрашивается, чему равна скорость катера, обозначен- 
ная буквой х. Мы получили двойное неравенство 25,5 < х < 27. В ус- 


ловии сказано, что искомая скорость выражается целым числом. 
Этому двойному неравенству удовлетворяет лишь одно целое чие- 
ло — число 26. 


26 км/ч. 


ПРИМЕР 5 


У мальчика есть некоторое количество марок. Ему подарили альбом 
для марок. Вели мальчик наклеит по 20 марок на лист, ему не хватит 
альбома, а если он наклент по 23 марки на лист, то по крайней мере 
один лист альбоми останется пустым. Если мальчику подарят ещё 
один такой же альбом, на каждом листе которого уже наклеено по 
21 марке, то всего у него будет 500 марок. Сколько листов в альбоме? 


ТЭТАП. Составление математической модели. 
Введём две переменные; х — число листов в альбоме, у — 
число марок, которые есть у мальчика, 

Если он наклейт по 20 марок на лист, то расклеенными окажутся 
20х марок, что по условию меньше числа марок, имеющихся у маль 
чика, значит, 20х < у. 

Если он наклент по 23 марки на лист, то по условию для рас- 
клейки хватит (х — 1) листов, на которых поместится 23(х — 1) марок; 
это согласно условию не меньше числа имеющихся марок. Итак, 
2х - 1) 2. 

Наконец, в задаче сказано, что если мальчику подарят такой же 
альбом, в котором наклеено 21х марок, то всего получится 500 марок, 
т.е, 1х + = 500. Таким образом, получаем смешанную систему 
(термин смешанная означает, что в системе есть не только неравен- 
ства, но и уравнение): 


Решение. 


20х < и, 
2х -П2и 
1х + у = 500. 


П ЭТАП. Работа с составленной моделью. 
Выразив у из уравнения системы и подставив результат в оба 
неравенства системы, получим систему неравенств 
[20х < 500 ~ 215, 
|236 – 1) > 500 – 215. 
Решение этой системы неравенств имеет следующий вид: 
39 8 
и <; < 128. 


Ш ЭТАП. Ответ на вопрос задачи. 
В задаче спрашивается, сколько листов в альбоме, Это число мы 


обозначили буквой х и получили 139 < х < 128. Этому двойному 
неравенству удовлетворяет лишь одно целое число 12. 


Вопросы для самопроверки 


1. Что называют системой неравенсти? 
2. Если множество А является решением неравенства /(х) > 0, 

а множество В — решением неравенства #(х) < 0, то что 
їо) > 0, 
то) < 07 


собой представляет решение системы неравенств 


то) > 0, 
(х) < 0. 
венство /(х) > 0 не имеет решений. Что вы можете сказать 
о решении заданной системы неравенств? 

15) > 6, 0 Бе 
ибх) < 0. у 

зенство /(х) > 0 имеет своим решением множество А, а не- 
равенство #(х) < 0 выполняется при любых значениях пе- 
ременной. Что вы можете сказать о решении заданной си- 
стомы неравенств? 


8. Даша система перамисть | Оказалось, что пера- 


4. Дана система неравенств 


Кроме систем неравенств, встречаются и математические модели 
другого рода — совокупности неравенств (и даже совокупности си- 
стем неравенств). 


Несколько неравенств © одной переменной образуют совокупность 
`перавенств, если ставится задача найти все такие значения пере- 
менной, каждое из которых является решением хотя бы одного из 
заданных перавенств. 


Из определения совокупности неравенств следует, что её решени- 
єм служит объединение решений неравенств совокупности. 
[2 Неравенства, образующие совокупность, объединяют 
квадратной скобкой. Например, запись 


совокупность у 

я а 

а ЕЯ 
означает, что неравенства 2х - 1 > Зи Зх - 2 > 11 образу- 

а. аамай ют совокупность неравенств. 


Впрочем, чаще специальный знак не используют, а 
записывают неравенства в строчку, отделяя их друг от друга точкой 
© запятой, но предвария эту запись термином совокупность нера 
венств. 


2: -1> 3, 
32-2211, 


Решить совокупность неравенст! 


Из первого неравенства получаем х > 2, из второго — 


— дивашащаииь. > > Ч. Отчета эти решения ма общей 
Ы 13 числовой прямой (рис, 40), находим их 
объединение: х > 2. 


ПРИМЕР 2 


Решить совокупность неравенств х? – 9 > 0; 5х – х? 2 0. 


В предыдущем параграфе мы решили систему этих же 
перавенств. Геометрическая иллюстрация решения систе- 
мы была представлена на рис. 38. Пользуясь тем же рисунком, мож- 
но получить информацию о решении совокупности неравенств, толь- 


ко на этот раз следует выбрать не пересечение, а объединение реше- 
ний — те промежутки, которые отмечены штриховкой хотя бы один 
раз. В данном случае получаем: х < -3;х20. 


В заключение рассмотрим достаточно сложный, во важный при- 
мер. Важный, во-первых, потому, что при его решении мы учтем 
практически всё самое главное, что говорили в предыдущих парагра- 
‘фах о решении неравенств, и, во-вторых, потому, что это будет пер- 
вый пример решения совокупности систем неравенств. Сложность 
его состоит в обилии технических приёмов м в том, что мы рас- 
сматриваем здесь системы из трёх перавенств (а пе из двух, как ча 
ще всего было до сих пор). 


ЕГ 


ПРИМЕР 3 
Решить совокупность систем неравенств: 
хо био, 


Я #28 

Г Ва, 
259 “Вс 2. 
ту 4 етй. 


Решение ТЭТАП. Решим первую систему. 
1) Преобразуем первое неравенство: 
хҶай — бх? + 12х - 8) > 0; хх - 2) > 0. 

Отметим на числовой прямой точки 0 и 2 (рис. 41). Выражение 
Кх) = хҶх - 2) принимает положительные значения при х > 2, а далее 
по промежуткам знаки /(х) меняются так, как показано на рис. 41. 
Выделим промежуток, па котором /х) > 0, — открытый луч (2; +25). 

2) Решим второе неравенство: 


15% 
= 2 А 2 
Рис, 41 о 2 = 1-50; 2-740, 
= = 


Воспользовавшись методом интерва- 
то" 2 лов (рис. 42), получим решение неравен" 
ства — полуинтервал (0; 7). 


2:9 
3) Решим неравенство РТУ. 20, 


Заметим, что квадратный трёхчлен 2х? + Зх + 4 имеет отрица- 


Рис. 43 


Рис. 44 


Рис. 45 


Рис, 46 


ТЛАВА 1 НЕРАВЕНСТВА. СИСТЕМЫ И СОВОКУПНОСТИ НЕРАВЕНСТВ. 


неравенство можно преобразовать к более простому виду 2х ~ 9 > 0, 
откуда находим х > 4,5, т. е. луч [4,5; +0). 

4) Изобразим найденные решения трёх неравенств на одной чис- 
ловой прямой и найдём их пересечение (рис. 43). Получим решение 
первой системы неравенств — отрезок [4,5; 7). 


4.5 


П ЭТАП. Решим вторую систему. Сразу заметим, что если выпол- 
инется неравенство х? > 9, то тем более выполняется неравенство 
х2 > В, так что второе неравенство системы не содержит дополни- 
тельной информации о её решении и его можно отбросить, 
1) Преобразуем первое неравенство: 
21-920; (х 3+3) >0. 


+ а + Воспользовавшись методом интерва- 
лов (рис. 44), получим: х < -8; х > 3. 
=) з ” — 2)Решим третье неравенство второй 
системы: 
33 2+3 А 
Б. Е - 242042540; 
Зх .3- 25-8 #-5 
ЕВ ок 
+4 2.655 


=4 < х < 5 (рие, 45). 
3) Изобразим найденные решения двух неравенств на одной чис- 
ловой прямой и найдём их пересечение (рис. 46). Получим решение 
второй системы иеравенсти: (-4; -3) О (8; 5]. 


Ш ЭТАП. Решение совокупности систем — это объединение най- 
денных решений систем. Изобразим эти решения на одной числовой 
прямой (рис. 47) и найдём их объединение. Получим интервал 
(-4: 3) и полуинтервал (3; 7]. 


ие Гат. 


Вопросы для самопроверки 


1. Что называют совокупностью неравенств с одной перемен- 
ной? Что называют частным решением совокупности нера 
венств? Что называют общим решением (или просто реше- 
нием) совокупности неравенств? 

2. Пусть множество А — решение неравенства /(х) > #(х), а 
множество В — решение неравенства р(х) < (х). Что явля“ 

И) > #6, 


«тея решением совокупности перавенста | М’, 


3. Деми совокупность перава | > И оком что 
неравенство /(х) > #(х) выполняется при любых значениях 
переменной, а решением неравенства р(х) < ћ(х) является 
множество А. Что вы можете сказать о решении заданной 
совокупности неравенств? 

4. Дана совокупность неравенств п) > а> Оказалось, что 

Фіх) < Мх), 
неравенство /(х) > #(х) не имеет решений, а решением не- 
равенства р(х) < А(х) является множество А. Что вы може 
те сказать о решении заданной совокупности неравенств? 


В курсе алгебры 8-го класса вы решали уравнения є модулями и, на- 
верное, помните, что главное при решении таких уравнений — уметь 
«раскрывать» модули, пользуясь определением: если а > 0, то |а) 
если а < 0, то |а| = -а. 


При решении неравенств © модулями, кроме указанного опреде- 
ления, используются следующие утверждения. 


Если с > 0, то неравенство |/(х)| < © равносильно двойному неравен- 
ству -е < Дх) <е. 


Бели с 2 0, то неравенство |/(х)| > є равносильно совокупности нера- 
венств (х) < —е; Ил) > є. 


ТЕОРЕМА 3 


Если обе части неравенства /(х) < &(х} принимают только неотрица- 
тельные значения, то оно равносильно неравенству (/(х)}: < И (Э). 


еж иинькив масе рына араа. 
ства |/(х)| < с, т. е. верно числовое неравенство |а)| < с. 

Если /(а) > 0, то 1/(а) = Ла), и неравенство |а)\ < с можно переписать 
так: 0 < Га) < с. Если /(а) < 0, то |/(а)| = -Г(а), и неравенство 
16а) < с можно переписать так: -/(а) < с. т. е. -е < а) < 0. 

Итак, в любом случае выполняется двойное неравенство —с < /(9) < 
< с. ит, х = а — частное решение неравенства -е < /(х) < с. 

Пусть, обратио, х = 0 — частное решение иеравеиства =е < /(2) < е, 
т. е. верно числовое перавепство -є < (0) < с. Умпожив все его части 
на -1, получим - < –/(6) < е. Поскольку 1/0)| равен либо /(0), либо 
10), получаем, что - < |/0)Ї < е. Левую часть этого двойного мера" 
венства можно опустить как очевидную. 

Итак, верно неравенство |/()| < с, а это значит, что х = В — частное 
решение неравенства |/()| < с. 

Вывод: при е > 0 неравенства |/(х)| < си -с < /(х) < с равно» 
сильны. 


2. Пусть с > 0 и пусть х = а — частиое решение неравенства 
Ра] > е, верно числовое неравенство |/(а)| > с. Если /(а) > 0, то 
| Ка) = (ба), и неравенство |/(а)| > с можно переписать так: а) > с. 
Если /(а) < 0, то 1/(а)| = -Г(а) м неравенство |/(а)| > с можно переписать 
так: -((а) > с, т. е. Йа) < -е. 

Итак, в любом случае значение х = а удовлетворяет либо нера" 
венству х) > с, либо неравенству (х) < -с. Значит, х = а — частное 
решение совокупности неравенств: /(х) < —с; /(х) > с. 

Пусть, обратно, х =  — частное решение совокупности неравенств 
Мх) < с; Ах) > с. Это значит, что либо И) < –е, либо (6) > с — пер" 
ное числовое неравенство. Первое неравенство можно переписать так: 
00) > е. Поскольку 1/(0)| равен либо /(6), либо –/(6), получаем, что 
1А) > =. 

Итак, верно неравенство |6) | > с, а это значит, что х = Б — частное 
решение неравенства |/(х) > ©. 

Вывод: при е > 0 неравенство |/(х)| > е равносильно совокупности: 
неравенств Йбх) < -е; Их) > є. 

3. Пусть (х) > Йх) 2 0 и пусть х = а — частное решение неравен- 
ства Их) < а(х), т. е. верно числовое неравенство /(а) < #(а). Поскольку 


обе части этого неравенства неотрицательны, верно и неравенство 
(а) < (509592. Это значит, что х = а — частное решение неравенства 


(Ис < воду. 

Пусть, х = — частное решение неравенства (/(х))° < (025), 
т.е ИО < («Фур — верное числовое неравенство. Это нераве 
ство можно преобразовать к виду (/( 

ония следует, что (0) 1 6) > 0. Вначит, иерамеистьо (0) БХД) 
ХЮ) < 0 Можно преобразовать к виду ЛБ и сот. е. к виду 
ТФ) < 5). Это значит, что х = В — частное решение неравенства Дх) < 
ба). 

Вывод: если #(х) > Их) > 0, то неравенства х) < (х) м (ху! < 
< а(х) равносильны, 


Пусть требуется решить пероонсомо. 1009] < 0х). Освободиться от 
знака модуля можно тремя способа: 

Первый способ. Если |х) > 0, то о И = 102), и заданное неравен- 
ство принимает вид /(х) < #(х). Если /(х) < 0, то |Дх)| = -/(х), и за- 
данное неравенство принимает вид -/(х) < (х). Таким образом, зада- 
ча сводится к решению совокупности двух систем неравенств: 


о) > ©, 0) < 0, 
Их) < их; =) < #(х). 


Второй способ. Перепишем заданное неравенство в виде 
ибх) > | Их). Отеюда сразу следует, что д(х) > 0. Воспользуемся те: 
что при &(х) > 0 неравенство |/(х)| < &(х) равносильно двойному нера- 
венству -(х) < Дл) < а(х) (утверждение 1). Это позволит свести нера- 
венство |/(х)| < «(х) к системе неравенств 


4х) > 0, 
ВИТ е <. 
Год > жб). 


Третий способ. Воспользуемся тем, что при (х) > 0 обе части 
неравенства | (х)| < кх) неотрицательны, а потому согласно утверж- 
дению 3 их возведение в квадрат есть равносильпое преобразование 
неравенства. Учтём, кроме того, что аР = а?. Это позволит свести 
неравенство |х)| < а(х) к системе неравенств 

#6) > 0, 

у < и. 


ПРИМЕР 1 
Решить неравенство |22 — Зх + 2] < 2х — 2. 


Решение Первый способ. Заданное неравенство равносильно сово- 
купности двух систем неравенств: 
хі -3х+220, х2 -3х+2<0, 
хі - 3х +2 < 2 = ха; бх? = 8х + 2) < 2х - гі, 
Решая первую систему, получим. 

и - и - 2) > 0, 

(х – 2х – 0,5) < 0, 
откуда находим (рие. 48): 

0,5 < х&1. 


шаа тту, Решая вторую систему, получим 
т (х - 10 - 2) < 0, 
х<2, 


РЕР т ;1 откуда находим (рис. 49): 
1<х<2. 
Объединив найденные решения систем неравенсти, получим 
0.5 < х<а, 
Второй способ. Заданное неравенство равносильно системе нора- 
венств 
28-х? > 0, 
хі - Зх +2 < 2х - гі, 
х - 3+2 > (00 - х2). 
Решая эту систему, получим 


а(х - 2) < 0, 
2х – 2х - 0,5) < 0, 
х <2 


Рис. 50 0 0,5 2 * 0,5 = х < 2 (рие. 50). 


Третий способ. Заданное неравенство равносильно системе нера- 
венств 


[2х - х# > 0, 
(02 — Зх + 2) < (2х 2). 


Рис. 51 


Решая эту систему, получаем: 
ди -2) < 0, 
2 3х + 20 - г-ну < 6 


хх -2) < 0, 
(хе - Зх + 2) - (2х - х0)? - 3х + 2) + 2-х) < 6; 
же - 2) <0, 
(х -0,5/х - 2 > 0; 
9 0.5 2 4 0,5 < х < 2 (рие, 51). 


Пусть теперь требуется решить неравенство |/0)| > #0). Освободить” 
ся от знака модуля можно тремя способами. 

Первый способ. Если [(х) > 0, то |Их)| = Их). и заданное неравен- 
‘ство принимает вид /(х) > 0х). Вели /(х) < 0, то || = И), и за- 
данное неравенство принимает вид —/(х) > а(х). Таким образом, зада- 
ча сводится к решению совокупности двух систем неравенств: 

№) > 0, | < 6, 
Ио) > во 169) > а). 


Второй способ. Рассмотрим два случая: а(х) > 0, а(х) < 0. Если 
(х) < 0, то неравенство |/(х)| > &(х) выполняется для всех эначений 
х из области определения выражения /(х); обозначим её І). Если 
щ(х) > 0, то воспользуемся тем, что согласно утверждению 2 неј 
ство |/(х)| > (х) равносильно совокупности неравенств /(х) < ~ (х); 
То) > а(х). Таким образом, заданное неравенство сводится к совокуп- 
ности трёх систем: 

0) < 0, (т) > 0, их) > 0, 

хе В; Их) < их 10) > в). 


Третий способ. В случае когда #(х) > 0. неравенство |/(х)| > #(х) 
равносильно неравенству (/(х))? > («(х))°: значит, заданное неравен- 
ство сводится к совокупности систем: 

ао) <0, 20) > 0, 
хе р оду > (а. 


ПРИМЕР 2 
Решить неравенство |2? — Зх + 2] > 2х — лї. 


Первый способ. Заданное неравенство равносильно совокуп- 
ности двух систем неравенств: 


зета ае 


Решение 


х? - 3562 > 2х - кї; 002-3862) > 2х - х*. 


Решив первую систему, получим х < 0,5: х > 2. Вторая система 
хе аан раатокай. В роже родиной сеатноаен Фичи яв: 
ляется решение первой системі 

Парой сосна. бони Зх т < 0, то падакиое иершиитьо вино. 
ется (его левая часть неотрицательна, а правая — неположительна). 
Если 2х — л? > 0, то заданное неравенство равносильно совокупности 
двух неравенств: х? - Зх #2 2 2х - хі; хі - Зх +2 < (2х - 2). Таким 
образом, получаем совокупность неравенства и двух систем неравенств: 


2х -:2<0; 
25-1! > 0, 25-1: > 0, 
22-35422 25-х; х? - 30 +2 < (25 - х2), 


Решив неравенство 2х — х2 < 0, получим х < 0; х > 2. Решение 
первой системы — полунитервал 0 < х < 0,5. Вторая система не име- 
ет решений. 

В итоге получаем х < 0,5; х 2 2. 

Третий способ. Если 2х – х? < 0, то заданное неравенство выпол- 
ннется. Если 2х = х? > 0, то обе части заданного неравенства можно 
возвести в квадрат. Таким образом, получаем совокупиость неравен 
ства и системы неравенств: 

25-0120, 
< 0; 
А ВР 
Решения неравенства 2х — х2 < 0 — лучи: х < 0:х22. 
аби - 2) < 0, 


Рошни тему [а аку >. 


Имеем: 
о<х<2, 
а 30 6 2) ха Е 
< ха, 
(202 кк 
[9 <х<2, 


[6х – 0,502 – 2): < 0; 


х < 0,5 х=2: 
0=х< 0,5. 


Объединив это решение с найденными выше решениями х < 0; 
х 2 2, получаем х < 0,5; х 22. 


ты 


Решить неравенство |х = 2| + |х +4] < 10. 


Первый способ. Выражение х 2 обращается в нуль в точ- 
ке 2, а выражение х + 4 обращается в нуль в точке 4. Ука- 
занные две точки разбивают числовую прямую на три промежутка: 
ж<-4; -4<х< 3; >2. 


На промежутке х < -4 выражение х — 2 принимает отрицатель- 
ные значения, равно как и выражение х + 4. Значит, на указанном 
промежутке выполняются соотношения: 
[Е 21а 0 2), [5+4] = 4+4), 
а потому заданное неравенство принимает вид 
= - 2-4 < 10. 

На промежутке 4 < х < 2 выражение х – 2 принимает неположи- 
тельные значения, а выражение х + 4 — неотрицательные. Значит, 
на указанном промежутке выполняются соотношения: 


[5-2] = 4х - 2), 5+4] =х+4, 
а потому заданное неравенство принимает вид 
0-2) + (2+4) < 10. 
Наконец, на промежутке х > 2 выражение х – 2 принимает поло- 


жительные значения, равно как и выражение х + 4. Значит, на ука- 
занном промежутке выполняются соотношения: 


Їх - 2] = х- 2, |х +4] = х +4, 
а потому заданное неравенство принимает вид 
(0-2) + (0+4) < 10. 


м“ 


В итоге получаем совокупность трёх систем неравенств: 
х < -4, 
5-2 - (х +4) <10; 


46:52, 
5-2) + (х + 4) <10; 
х> 2, 

(к 29 (5+4) <10. 


Из первой системы получаем 6 < х < -4, из второй — —4<х<2, 
из третьей — 2 < х < 4. Объединив найденные решения, находим. 
ответ: -6 сх < 4. 

Второй способ вам известен, его применяли в курее алгебры 8-го 
класса. 

Неравенство |х – 21 + |х + 4| < 10 на геометрическом языке озна- 
чает, что нам нужно найти на координатной прямой такие точки х, 
которые удовлетворяют условию р(х; 2) + р(х; —4) < 10, т. е. сумма 
расстояний каждой из таких точек от точек 2 и -4 меньше 10. Это 
точки, заключённые в интервале от -6 до 4 (рис, 52). 


Вопросы для самопроверки 


1. Расскажите, как вы будете решать неравенство вида 
Исх) < с в случае, когда с > 0; в случае, когда с < 0. 

2. Расскажите, как вы будете решать неравенство вида 
1) > с в случае, когда с < 0; в случае, когда с > 0. 

3. Расскажите, как вы будете решать неравенство вида 
Их) < А0). Проиллюстрируйте ваш рассказ на примере ре- 
шения неравенства [2х — 1| < Зх + 5. 

4. Расскажите, как вы будете решать неравенство вида 
Их) > мх). Проиллюстрируйте ваш рассказ на примере ре- 
шения неравенства (2х — 1] > Зх + 5. 


Рассмотрим неравенство вида \//(х) < #(х). Ясно, что решения тако- 
го неравенства должны удовлетворять условию /(х) > 0 и условию 


ставляет собой е неравенства. 
`Иррациональное перавенство //7(х) < #(х) равиосильно сис- 
теме неравенств 
Их) > 0, 
20) > 0, 
То) < ооду. 


Решить неравенство [2-х 18 < х. 
Данное неравенство равносильно системе нерапенст 


хё -х-12>2 0, 

х> 0, 

ж -х- 12 < гї, 

|2 4х +3) 2 0, 
т.е. |х>0, 

х > -12. 


Получаем х > 4 (рис. 53). 


Е Га 


Рассмотрим теперь неравенство вида \//(х) > #02). 

Ясно, во-первых, что его решения должны удовлетворять усло- 
вию /(х) > 0. Во-вторых, замечаем, что при (х) < 0 (и при отмечен- 
ном выше условии Л 00 инте зрана Моо > кбў 

.‚ замечаем, что если (х) > 0, то 
обе части заданного иррационального 
„ т. е. записать /(х) > х). Отеюда, кстати, автомати- 
чески следует, что Дх) > 0. 


Иррациональное неравенство ,/7(х) > к(х) равносильно со- 
зокупности систем неравенств. 


ко) < 0, вх) 20, 
> 0: То) > моду. 
ПРИМЕР 2 
Решить неравенство 
Решение, Данное неравенство равносильно совокупности систем 
меравенств 
х0, 20, 
х -х-12 >20; БЕРЕТЕ 
Получаем. 
2<0, 
о 4х +3) > 0; 
х> 0, 
х<-12. 


их — Ш, ИӘ первой системы находим х < -8 


(рис. 54); вторая система не имеет реше- 
ний. 


Рис. 54 


Ответ х<-8. 


ПРИМЕР 3 
Решить неравенство (х + 5х - 2) + З,/х(х + 3) > 0. 


Решение Преобразуем неравенство к виду 
хі. 38-104 3/22 +3520 


и введём новую переменную у = \/х? + Зх. Тогда последнее неравен- 
ство примет вид у? + Зу - 10 > 0, откуда находим, что либо у < -5, 
либо у > 2. Задача сводится к решению совокупности двух нера" 
пенети: үх + 3х < -5; Ух? + 3х 
Первое неравенство не имеет решений, а из второго находим: 
+3524: (+40020; х<- 51. 


ах? 15 
-=- 


Данное неравенство равносильно системе неравенств 
4х2 -15х+1>20, 
ж-х-6>0. 

Решив уравнение 4х2 – 15х + 11 = 0, находим его кори 

хь = 1, Значит, решение первого неравенства системы — объедине- 


Решить перавенство о. 


н=1, 


Рассмотрим многочлен 
= -х-6. 
Замечаем, что х = этого 
многочлена, значит, р(х) делится 
без остатка на х – 2. Вместо деления уголком можно выполнить сле- 

дующие преобразования: 


рз) = хіх (09-880 2) 
= (х - 2 х? + 2х + 4) - (х 2) = (х - 20° + 2х + 3). 


ый трёхчлен х? + 2х + 3 имеет отрицательный дискри" 
минант и положительный старший коэффициент; значит, он поло- 


ТЛЕ 1 НЕРАВЕНСТВА. СИСТЕМЫ И СОВОКУПНОСТИ НЕРАВЕНСТВ. 


жителем при любых значениях х, а потому неравенство р(х) > 0 рав- 
носильно неравенству х – 2 > 0. 

Таким образом, решение второго неравенства системы — откры- 
тый луч (2; +00). 

Осталось найти пересечение решений первого м второго нера- 


лишили сея] 


. рис. 55). Но (внимание!) 


точку х = 1 (тёмная точка на рис. 55) тоже следует включить в ответ, 
хотя она и не принадлежит указанному пересечению. Дело в том, 
что при х = 1 числитель заданной дроби обращается в нуль, а знаме 
натель отличен от нуля (и не важно, что ои при х = 1 принимает от- 
рицательное значение); следовательно, х = 1 — частное решение за- 
данного нестрогого неравенства, 


хех. 


ЕТ 
Область определения дли данного неравенства задаётся си- 
-х-420, 
стемой неравенств мое решив которую получаем 
х < -4. При этом условии числитель дроби, находящейся в правой 
части заданного неравенства, можно преобразовать следующим обра- 


| 9-е. 
с А 


Учтя это, поработаем с заданным неравенством: 


+ 85+ 15< 0; 
(х + 5+3) < 0: 
-5<х<-3. 
Выше мы отметили, что должно выполняться м неравенство 
х < -4. Таким образом, окончательно получаем такое решение задан- 
ного неравенства: —5 < х < -4. 


Вопросы для самопроверки 


1. Расскажите, как вы будете решать перавенство вида 
МТ00 < с в случае, когда с > 0; в случае, когда с < 0. 

2. Расскажите, как вы будете решать неравенство вида 
<») > с в случае, когда с < 0; в случае, когда с > 0. 

3. Расскажите, как вы будете решать неравенство вида 
709 < Мэ). Проиллюстрируйте ваш рассказ на примере 
решения неравенства {2х +3 < х. 

4. Расскажите, как вы будете решать неравенство вида 
Г > Мх). Проиллюстрируйте ваш рассказ на примере 
решения неравенства {2х +3 > х. 


В курсе алгебры 8-го класса вам уже встречались уравнении с пара“ 
метрами, Здесь мы рассмотрим задачи с параметрами, решение ко 
торых сводится к решению неравенств. 


Известно, что уравнение ах? - (4а + 4)х + За + 13 = 0 имеет действи- 
тальны воран (алк или дз). Пра каал ионная параметре а: 
больше 1 


В) одих корежь баны, а другой мааа 17 
Если а = 0, то уравнение принимает вид —4х + 13 = 0, от- 
куда находим х = 11. 


Если а 4 0, то заданное уравнение можно переписать в виде 
2-42, 3. 
а 


направленными вверх. 
а) Случай а = 0 нас вполне устраивает, поскольку при а = 0 корень 
уравнения х = 12 удовлетворяет заданному условию — он больше 1. 


ТЕСТ НЕРАВЕНСТВА. СИСТЕМЫ И СОВОКУПНОСТИ НЕРАВЕНСТВ. 


Корни заданного уравнения при а = 0 больше 1 тогда и только 
тогда, когда парабола пересекает ось х (или в крайнем случае касает- 
ся оси х) в точках, лежащих правее точ- 
ки (1; 0); геометрическая модель пред- 
ставлена на рис. 56. Составим соответ- 
ствующую аналитическую модель. 
Во-первых, должно выполняться ус- 
ловие Р > 0, где В — дискриминант 
квадратного уравнения (в противном 
случае уравнение не будет иметь кор- 
ней). Во-вторых, ось параболы должна 
проходить правее точки (1: 0). Наконец, 
в-третьих, должно выполняться условно 
Ха) > 0, где 


о) = х2 


За +4 Зо 18. 
а а 


Итак, нас интересуют дискриминант 0, уравнение оси параболы 
и значение /(1). 


пр [4024 
2) Уравнение оси параболы у = ах? + вх + є имет вид х = 0, зна- 


чит, для рассматриваемой функции получаем х = 22-12, 
Зу) = 12 32313 


Учитывая указанные выше три условия, приходим к системе 


а 
е лан 


0<а< аха. 


Добавив указанное выше значение параметра а = 0, получим 


уравнения меньшие 1. Если а = 0, то, как мы видели выше, х = 18; это 
значение больше 1, а потому случай а = 0 вас теперь не устраивает, 
Если а = 0, то корни уравнепия х2 — 4914 4 30413. 0 мень. 


ше 1 тогда и только тогда, когда парабола пересекает ось х (или в 
крайнем случае касается оси х) в точках, лежащих левее точки 
(1; 0); геометрическая модель представлена па рис. 57. Составим со- 
ответствующую аналитическую модель. 

Во-первых, как и в пункте а), долж- 
но выполняться условие В > 0. Во- 
вторых, ось параболы должиа проходить 
левее точки (1; 0). Наконец, в-третьих, 
должно выполняться условие /(1) > 0. 

Учитывая указанные выше три усло- 
вия, приходим к системе неравенсти 


Рис. 57 


неравенства системы, получим: 


а>0. 


Эта система не имеет решений. 

в) Геометрическая модель ситуации, 
когда 1 находится между корнями урав- 
нения, представлена на рис. 58. Достаточно потребовать выполнения 
условия КІ) < 0. Таким образом, приходим к неравеиству Э < 0, от- 
‘куда находим а < 0. 
а)0<а< а>4; 


б) таких значений параметра нет; 
ва< 0. 


Рис. 58 


ПРИМЕР 2 


Сколько корней имеет уравнение |х — 2] = ах + 1 при различных зна- 
чениях параметра а? 


Первый способ. Если х > 2, то Їх - 2| = х – 2, и уравиение 
принимает вид х — 2 = ах + 1, т. е. (1 – а) = 3. Если же 
х<2, то |х —2|--(х – 2), и уравнение принимает вид —(х – 2) = ах +1, 
тех на) = 1. 
Итак, получилась совокупность двух смешанных систем: 
х2 2, х< 2, 
1-а) = 3; ЖИ + а) = 1. 

Рассмотрим первую систему совокупности, Если а = 1, то уравне- 
ние системы не имеет решений (поскольку принимает вид 0 = 3). Ес- 
лиа * 1, то из уравнения системы находим х Это значение 
будет корнем заданного уравиения, если удовлетворяет неравенству 


х > 2, и ие является корнем, если не удовлетворяет указанному нера- 
венству. 
Решив неравенство 
Итак, если -0,5 < а < 1, то первая система имеет единственное 
решение х = —2—; если а < -0,5 или а > 1, то система не имеет ре- 
шений. 
Рассмотрим вторую систему совокупности. Если а = -1, то урав- 
нение системы пе имеет решений (поскольку принимает вид 0 = 1). 
1 


Если а # -1, то из уравнения системы находим х = 


3 - > 2, получим -0,5 <а <1. 


Это зниче- 


1 
ние является корнем заданного уравнения, если удовлетворяет нера- 
венству х < 2, и не является корнем, если не удовлетворяет указан" 
ному неравенству. 

Решив неравенство 1 

Итак, вели а < -1 или а > -0,5, то система имеет единственное 
решение ; вели -1 < а < -0,5, то система не имеет решений. 

Объединим полученные выводы. 

1) Если а < -1, то вторая система имеет единственное решение, а 
первая — не имеет решений. Значит, в этом случае заданное уравне- 
ние имеет единственный корень: — е 

2) Если -1 < а < 0,5, то обе системы не имеют решений, значит, 
заданное уравнение не имеет корней. 


< 2, получим а < -1; а > -0,5. 


Рис. 60 


3) Если а = -0,5, то первая система имеет решение, 


нет, значит, заданное уравнение имеет единственный корень: х 
т.е. х=2. 


5) Если а > 1, то вторая система имеет решение, а первая система 
не имеет решений. Значит, в этом случае заданное уравнение имеет 
единственный коре = 

Второй способ. На рис. 59 изображён график функции у = |х = 2]. 
Число корней уравнения |= - 2| = ах + 1 равно числу точек пересече- 
ния построенного графика и графика 
функции у = ах + 1 — прямой, проходя" 
щей через точку (0; 1). При а = -1 эта 
прямая параллельна левой ветви графи- 
ка функции у = |х - 2; при а = -0,5 эта 
прямая проходит через вершину графи" 
ка функции у = |х – 2}; при а = 1 эта пря 
мая параллельна правой ветви графика 
функции џ = [х 2]. Именно указанные 
три значения и являются главными для 
описания всей ситуации, 

При а = -1 уравнение не имеет кор- 
ней, а при а < -1 — один корень 
(см. рис. 59). При а = -0,5 уравнение 
имест одии корень, при -1 < а < -0,5 — не имеет кормей, а при 
—0,5 < а < 0 — имеет два корня (рис. 60). При 0 < а < 1 уравнение 
имеет два корня, а при а > 1 — один корень (рис. 61). 


сла 


Рие. 61 


"НЕРАВЕНСТВА. СИСТЕМЫ И СОВОКУПНОСТИ НЕРАВЕНСТВ. 


Если а < -1, а = -0,5 или а > 1, то уравнение имеет один 
корень; если -1 < а < -0,5, то уравнение не имеет корней; 
если -0,5 < а < 1, то уравнение имеет два кория. 


ПРИМЕР З 
При каких значениях параметра а системе неравенств 
БЕЗЕ 
|х - 2а] < 2 
удовлетворяет только одно значение переменной х? 


Решение Рассмотрим первое неравенство системы: 
збх + 4х 5) < 0; (х - 100+ 5) < 0, 
Геометрическая иллюстрация ре- 
шения неравенства представлена на 
5 0—1 *“ рис. 62, в. Решение состоит из луча 
(2; -5] и отрезка [0; 1], 
Рассмотрим второс неравенство си- 
стемы. Чтобы изобразить его решения 

2-2 За 0+2 геометрически, нужно отметить на чис- 

рис 62 в ловой прямой точку 2а и ещё две точки, 
удалённые от неё вправо и влево на 
2 единицы масштаба. Получится отрезок [24 — 2; 2а + 2] (рис. 62, 6), 

длина которого равна 4. 

Заданная система неравенств будет иметь единственное решение 
(т. е. решение, состоящее из одной точки) в трёх случаях: 

1) если левый конец отрезка [2а — 2; 2а + 2] совпадает с точ- 
кой -5; в этом случае отрезок [2а — 2; 2а = 2] длиной 4 принадлежит 
отрезку [-5; 0] длиной 5 и единственным решением системы нера" 
венств будет точка х = -5; 

2) сли правый конец отрезка [2а — 2; За + 2] совпадает с точ- 
кой 0; в этом случае единственным решением системы неравенств. 
будет х = 0; 

3) если левый конец отрезка [2а – 2; 2а + 2] совпадает с точкой 1; в 
этом случае единственным решением системы неравенств будет х = 1. 

А теперь найдём значения параметра, при которых наступает 


"ены 


Основные результаты 


— частное решение, общее решение, решение неравенства; 


— решение снстемы неравенств. 


— объединение м пересечение множеств; 
— пустое множество. 

Мы научились находить объединение и пересечение мно- 
жеств, иллюстрировать операции пад множествами с помо- 
щью кругов Эйлера. 

Мы научились решать рациональные неравенства, исполь- 
зуя метод интервалов. 

Мы научились решать системы и совокупности рациональ" 
ных неравенств, неравенства с модулями, иррациональные 
неравенства. 


Темы исследовательских работ 


СИСТЕМЫ _ 
УРАВНЕНИЙ 


$ 8. Уравнения с двумя переменными 

$ 9. Неравенства с двумя переменными 

$10. Основные понятия, связанные с 

ГЛАВА системами уравнений и неравенств 

с двумя переменными 

$11. Методы решения систем уравнений 

$12. Однородные системы. 
Симметрические системы 

$13. Иррациональные системы. 
Системы с модулями 

$14. Системы уравнений как 
математические модели реальных 
ситуаций 


С системами уравнений вы уже встречались в курее алгебры 
Т-го класеа, но это были только системы двух линейных уравнений © 
двумя переменными. Теперь мы поговорим о решении систем нели- 
нейных уравнений с двумя переменными, тем более что такие систе” 
мы довольно часто представляют собой математические модели изу- 
чаемых ситуаций. 


Периметр прамоугольного треугольника равен 84 см, а гипотенуза 
35 см. Найти длины отрезков, на которые делит гипотенузу биссек- 
триса прямого угла. 


ТЭТАП. Составление математической модели. 
Вычислим сначала катеты прямоугольного треугольника. 
Обозначим их длины буквами х, у. Поскольку периметр треугольни- 
ка равен 84 см, получаем, что х + у + 35 = 84, т.е. х+у= 49, А по 
теореме Пифагора х? + у? = 357, В итоге приходим к системе уравие- 
зж х+у = 49, 
ха + у! = 1225. 
П ЭТАП. Работа с составленной моделью. 
Выразим у из первого уравнения системы и полученный резуль- 
тат подетавим вместо у во второе уравнение: 
ух 40 – х, х2 + (49 – хр = 1225, 
х2 +02401 - 98х + х?) = 1225, х? - 49: + 588 =0. 
Решив это квадратное уравпепие, получим: ху = 21, х, = 28. Из фор- 
мулы у = 49 — х находим: из = 28, уз = 21. Итак, система имеет два 
решения: (21, 28), (28, 21). 


Ш ЭТАП. Ответ на вопрос задачи. 

Воспользуемся известным из геометрии свойством биссектрисы. 
треугольника: биссектриса делит противолежащую сторону тре- 
угольшка па части, пропорциональные прилежащим сторонам. Это 
значит, что гипотенуза, равная 35 см, делится биссектрисой на части 
в отношении З : 4. Нетрудно догадаться, что эти части равны 15 см и 
20 см. 


15 см, 20 см. 


Рие. 63 


Пристани В и С находятся ниже пристани А по течению реки на 
30 км и 45 км соответственно (рис. 63). Моторная лодка отходит от 
пристани А, доходит до С, сразу поворачивает назад и приходит в В, 
затратив на весь путь 4 ч 40 мин. В другой раз эта же лодка отошла 
от пристани С, дошла до А, сразу повернула назад и пришла в В, за- 
тратив на весь путь 7 ч. Чему равны собственная скорость лодки и 
скорость течения реки? 


= 


І ЭТАП. Составление математической модели 
Введем две переменные: 
х км/ч — собственная скорость лодки, 
у км/ч — скорость течения реки. 
Тогда (х + У) км/ч — скорость движения лодки по течению реки, 
(х- И км/ч — скорость движения лодки против течения 
реки. 
Рассмотрим первый рейс лодки. Он составил 45 км по течению от 
А до С и 15 км против течения от С до В. Значит, 
45 


ч — время движения лодки от А до С, 


ху 


ч — время движения лодки от С до В. 


Всего на первый рейс лодка затратила 4 ч 40 мин, т. е. 42 = М, 


Таким образом, получаем уравнение 15.14 


Расемотрим второй рейс лодки. Он составил 45 км против тече- 
мия от С до А и 30 км по течению от А до В. Значит, 


бу ч — премя движения лодки от С до А, 
8 — время диижекия лодки от А до В. 


Всего на второй рейс лодка затратила 7 ч. Таким образом, полу- 
чаем уравнение 


45_, 30 
ти Ху 


Математическая модель задачи представляет собой систему двух 

уравнений с двумя переменными: 
55.15 
ГЕТ] 

45 


м 
з. 


т. 


Как решить эту систему, мы пока не знаем, придётся вернуться к. 
ней позднее (это будет сделано в $ 11), но сначала надо создать необ- 
ходимую теоретическую базу. 


Уравнением с двумя переменными называни уравнение вида 
Их; 0) = 0, где Иа; 0) — алгебраическое выражение. Решением урав- 
нения с двумя переменными /(х; у) = 0 называют пару чисел (х; у), 
которая удовлетворяет уравнению, т. ®. подстановка которой в 
уравнение обращает его в верное числовое равенство. 


Например, (3; 7) — решение уравнения х? + у’ = 58, поскольку 
3: + 7: = 58 — верное числовое равенство; (4/22; -6) — 
решение решение уравнения х? + у = 58, поскольку (/22)' + (-6 = 
урн = 58 ное числовое равенство. В то же время 
с вери . 
= НААЯ пара (4; 5) не является решением уравнения, поскольку 
41 + 57 = 58 — неверное числовое равенство, 


Два уравнения р(х; у) = 0 и 4(х; И) = 0 называют равмосильными, 
если они имеют одинаковые решения (в частиости, если оба уравио- 
ния не имеют решений). 


Обычпо при решении стараются замепить данное уравпение болес 
проетым, по раиносильным ему уравнением. Такую замену называют 
равносильным преобразованием уравнения. Ниже указа- 

реса ны оеновные равносильные преобразования. 
Уравнения 1) Перенос членов уравнения из одной части ураене 

є двумя ния в другую с противоположными знаками. 
переменными. Например, замена уравнения 2х + 5у = 7х - Ву урав- 
мением 2х — 7х = Ву — Бу есть равносильное преобразо- 

вание. 


2) Умножение или деление обеих частей уравнения на одно и то 

же отличное от нуля число или выражение. всюду отличное от нуля. 

Например, замена уравнения 0,5:° ~ 0,3ху = 2у уравнением 
5х2 — Зху = 204 (обе части уравнения умножили почленно на 10) есть 
равносильное преобразование. 

Неравносильными преобразованиями уравнения, как и в случае 
уравнений с одной переменной, могут быть: 

1) освобождение от знаменателей. содержащих переменные: 

2) возведение обеих частей уравнения в одну и ту же чётную 
степень. 


ТЛАВА 2 СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 


Если в процессе решения уравнения применялось одно из указан- 
ных неравносильных преобразований, то все найденные решения на- 
до проверить подстановкой в исходное уравнение, поскольку среди 
них могут оказаться посторонние решения, т. е. пары, не удовлетво" 
ряющие исходному уравнению. 

Уравнение с двумя переменными чаще всего имеет бесконечно 
много решений. Но бывает, что уравнение © двумя переменными 
имеет конечное множество решений или вовсе не имеет решений. 
Например, уравнение үх + үу = -1 не имсет решений, а уравнение 
< - 1+ (0 + 27 = 0 имеет единственное решение (1; -2) (при всех 
остальных значениях переменных левая часть уравнения положи- 
тельна, т. е. не равна нулю). 

Среди уравнений с двумя переменными выделяют так называе" 
мые рациональные уравнения, т. е. уравнения нида р(х; у) = 0, где 
р(х: 0) — рациональное выражение (выражение, составленное из чи- 
сел и переменных с помощью арифметических операций). Особый 
интерес среди них представляют однородные уравнения, 


`Многочле © двумя переменными вида 

рх: у) = ах + а, кей + а, ахау»... + арус ац, 
тде а, или аз отлично от нуля, называют однородным миогочленом 
п-й єтепени е двумя переменными х, у. Если р(х: у) — однородный 
многочлен, то уравнение р(х; /) = 0 называют однородным уравие- 
нием. 


Характерный признак однородного многочлена — сумма пока- 
зателей степеней переменных в каждом члене многочлена одна и 
та же. 


Приведём примеры: 


вотственно, — однородное уравнение первой степени; 
рх; у) = Зх? + 5ху - 17у — однородный многочлен 
второй степени; соответственно, 3х? + ху - Ти’ = 0 — од- 
моет нородное уравнение второй степени; 

Фіх; у) = х? + Ахуй – 5’ — однородный многочлен тре- 
струне тьей степени; соответственно, х? + 4ху? - 5у' = 0 — од- 
аас нородное уравнение третьей степени; 

рбх; Ш) = л? + ху? - Бу? + Зху — неоднородный мно- 
гочлен. 
Любую константу можно считать однородным многочленом нуле- 
вой степени: например, 3, 7, -0,3 — однородные многочлены нуле- 
вой степени. 


Существует достаточно изящный способ решения однородных 
уравнений. Поясним его суть на двух примерах, связанных с реше- 
нием однородных уравнений третьей степени. 


ПРИМЕР З 
Решить уравнение з? + 45у? - бу? = 0. 


Решение Заметим прежде всего, что если в заданном уравнении 
положить х = 0, то получится у = 0; это значит, что 
пара (0; 0) является решением однородного уравнения (этот резуль- 
тат справедлив для любого однородного уравнения положительной 
степени). 

Пусть теперь х ж 0. Разделив почленно обе части заданного од 
нородного уравнения третьей степени на 7, получим 


Впедём новую переменную г = Ё. Тогда уравнение примет вид 
1+ 42 – 529 = 0. Решим это уравнение: 
529 48-160: 
(527 – 522) + (22-1) 0; 
524: - 19+ (0 - 102+ 10) 05 
(2 - 152121) 0. 
Из уравнепия 2 — 1 = 0 находим 2 = 1: уравиение 52? +2 + 1= 0 пе 
имеет корней. 
Если 2 = 1, то = 1, т. е. у = х. Это значит, что любая пара ви- 
да (1; 0) является решением заданного однородного уравнения (пара 
(0; 0) также входит в указанный перечень решений). 


(0), ве Е. 


Ответ 


Имеем 2(2х2 – бху + 243) = 0. Значит, либо х = 0, либо 
2х" — 5ху + 242 = 0. В первом случае заданному уравнению 
удовлетворяют любые пары вида (0; /), где # є В. Во втором случае, 


о 


разделив почленно обе части однородного уравнения второй степени 
252 – ху + 2у' = 0 на з", получим равносильно ему уравнение 


2+ (#0. 


Введём новую переменную 2 = #. Тогда уравнение примет вид 
а 
201 — 52 5 2 = 0, откуда находим: ан = 2, 2, = {, т.е, либо [| = 2, 


а потому у = 2х, либо Ё = 1, а потому х = Зу. Это значит, что любая 


пара вида (6; 20) или (26; 0) является решением заданного однородно“ 
го уравиения, 


(0; 0), (6: 20), (26 0), где ге В. 


Вернёмся ещё раа к последнему однородному уравнению. Полу- 
Ө) ченный ответ следует понимать так: при вагляде на любую пару чи- 


(0; 0), (0: 5), (0; у/5) (это пары вида (0; (5: 
(1:2). (4 -8), (4/7: 247) (это пары вида (6; 200: 
(6: 3), 61 -3,5), | 


В то же время такие, например, пары, как (5; 5), (8; 0), (2,5; 0,7) 
ие льляются решениями заданного уравпепия. 


ПРИМЕР 5 


3 | ото пары вида (20; 0). 


Найти все целочисленные решения уравнения х — у = 10. 
Решение Если х = №, Є 7, то уравнение х — у = 10 принимает вид 
в = у = 10, откуда получаем у = К – 10; это целое число, 
Значит, целочисленными решениями уравнения служат любые пары 
вида (6; А — 10), где № с 2. 


Если дано целое рациональное урав- 
нение с несколькими переменными и с 
целочисленными коэффициентами и ес- 
ли поставлена задача найти целочислен- 
ные (или, в более общем случае, рацио- 
мальные) его решения, то говорят, что 
задано диофантово уравнение (в честь 
древнегреческого математика Диофан- 
та). Диофантово уравиение называют 
также неолределённым уравнением. Не- 
определённость заключается, видимо, в 
том, что такое уравнение, как правило, 
имеет бесконечное множество решений, 
Диофант (предположительно ПП в.). как это было выше в примере 5. 
дропиегреческий математик, называе" инине сау а атаа а 
мый «отцом алғебры». А 

офантовых уравнений сопряжено со 


значительными трудностями. Иногда 
они преодолеваются с помощью свойств делимости целых 
чисел. 
дмофантово 
Уравнение 


Найти целочислонные решения уравнения 2х + Зу = 17. 


ИВИСТТТТЕТВВВИИ Пусть (+: у) — решение уравнения. Тогда 17 – Зу = 2х. Так 


как х — целое число, то число 17 — Зу чётно. Рассмотрим 
отдельно случай, когда у четно, и случай, когда у нечетно. 

1) Если у — чётное число, то Зу чётно, а 17 - Зу нечётио как раз- 
ность нечётного числа 17 и четного числа Зи. Значит, этот случай 
нам не подходит. 

2) Если у — нечётное число, то у = 2А + 1, где А — целое число, 
Тогда 17 — Зу = 17 - 3428 + 1) = 17 - 64-3 = 14 – 6 = 207 - 30). 

Так как по условию 17 - Зу = 2х, то 217 — 34) = 2х, хя Т - ЗА. 

Итак, если (х; у) — решение данного уравиепия, то х = 7 — ЗА, а 
у= 20 + 1, где # — целое число. 

Проверим, что верно и обратное, т. 
то (х; у) — решение уравнения 2х + Зу 

'Произведём подстановку: 

2х + Зу = 27 - ЗЕ) + (26 + 1) = 14 - бе + бк. = 17. 

Значит, любая пара вида (7 – ЗА; 2 + 1) является решением урав- 
мения 2х + Зу = 17. 

‘Чтобы вам был понятнее полученный результат, дадим параме- 
тру № несколько конкретных целочисленных значений. 


если х= 7 - ЗА, ау=2# +1, 
1. 


== 


Пусть ® = 0; тогда пара (7 — 34; 2% + 1) превращается в (7; 1). Под- 
ставив значения х = 7, у = 1 в уравнение 2х + Зу = 17, получим 
14 + 35 17 — верное равенство. 

Пусть Ё = 1; тогда пара (7 34; 20 + 1) превращается в (4; 3). Под- 
ставив значения х = 4, у = З в уравнение 2х + Зу = 17, получим 
8+9 = 17 — верное равенство. 

Пусть К = 2; тогда пара (7 - 34; 2% + 1) превращается в (1; 5). Под- 
ставив значения х = 1, џ = 5 в уравнение 2х + Зу = 17, получим 
2 + 15 = 17 — верное равенство. 

Пусть # = -1; тогда пара (7 — 34; 24 + 1) превращается в (10; 1). 
Подставип значения х = 10, у = -1 в уравнение 2х + Зу = 17, получим 
20 – 3 = 17 — верное равенство. 

Для наглядности сведём полученные результаты в таблицу. 


2.7+3.1=14+3= 17 
ПЗ И СНИ ПОВЕЗЕТ ЕСС 
ПЕ М ПОС ПОВЕЗЕТ 
ЕЕ ЕЕГ 
Так же обстоит дело со всеми остальными целочисленными значени- 
ями параметра №, 
(7 - ЗА; 20 + 1), где йе 2. 


Найти целочисленные решения уравнения 4х + Ту = 29. 


Преобразуем уравнение к виду х= 20—10 и далее 


ВЕ, ле. хет - ПРЕ, Значение х будет целым 


тогда и только тогда, когда выражение р(у) = Ту — 1 делится без остат- 
ка на 4. Для целого числа у по отношению к числу 4 имеются четыре 
возможности: оно кратно числу 4, оно даёт при делении на 4 оста 
ток 1, оно даёт при делении на 4 остаток 2, оно даёт при делении на 4 
остаток 3. Рассмотрим каждую из этих возможностей по отдельности. 

1) у = 4я. Тогда р(у) = Ту -1= 7. 4л - 1 = 28л – 1. Это число пе 
делится на 4. 


2) у= 4п + 1. Тогда ру) = Ту — 1 = 14п + 1) - 1 = 28 + 6. Это 
число не делится на 4. 

З) у-4м + 2. а а Лу -1* 7(4л + 2) - 1 = 28п + 13. Это 
число пе делится па 

9 и= Чета тами Ти-1= Тп + 3) – 1 = 281 + 20. Это 
число делится на 4. 

Итак, р 4а 98. Тогда х е7 21-1-1807 а 
=2-7л. 


(2 - Тт; 4л + 3), где п 2. 


ПРИМЕРВ | 


Найти целочисленные решения уравнения 4х? ~ у? = 11. 


Перепишем уравнение в виде (2х — уК2х + /) = 11. Левая 
часть уравнения представляет собой произведение двух це- 
лых чисел. Оно может равняться 11 лишь в четырёх случаях: когда 
1; когда первый множитель 


ча сводится к решению четырех систем ураввений: 
и. 1 25 - у= -1. [22-р «11. [2х - у= -11, 
|2х +у= 1 2х и = 1 [а= += 2х чу = -1. 


5; из четвёртой х = 
$), (8; —5), (-3; 5). 


О урижиОИ= . Множество точек (х; у) координат" 
плоскости хОу таких, что (х; у) — решение уравнения 
ааа аон 


ПРИМЕР 9 


Решение 


Рис. 64 


Построить график уравнения 
Зх +40 -12=0. о 


Из курса алгебры 7-го класса вам известно, что графиком 
линейного уравнения с двумя переменными ах + ђу+ ет 0, 
где хотя бы одно из чисел а, Ь отлично от нуля, является прямая 
линия. Значит, график уравнения (1) — прямая, для построе- 
ния которой достаточно указать две точки, сй принадлежащие. Ес- 
ли в уравнение (1) подставить х = 0, то 
оно примет вид 4у - 12 = 0, откуда нахо- 
дим у = 3; итак, (0; 3) — точка, координа- 
ты которой удовлетворяют уравнению (1). 
Если в уравнение (1) подставить у = 0, то 
оно примет вид 3х - 12 = 0, откуда нахо" 
дим х = 4; итак, (4; 0) — точка, коорди- 
наты которой удовлетворяют уравне- 
нию (1). 

Проведём через точки (0; 3) и (4; 0) пря- 
мую — это и будет график уравнения (1) 
(рис. 64). 


Если уравнение р(х; И) = 0 удаётся преобразовать к виду у = /(х), 
то график функции у = Дх) считается одновременно и трафиком 
уравнения р(х; у) = 0. 


Построить график уравнения 
у- 2-0. 


Преобразуем уравнение к виду 
и = 2х". Графиком функции у = 2х? 


является парабола (рис. 65). 


СД 


| Построить график уравнения ху 
ПОСТЕ пу нне к 
виду у = 2. Графиком функ- 


пин у = 2 является тапербола (рио. 60). 


Рис. 66 


Строя графики уравнений в примерах 8—10, мы опирались лишь на 
материал, известный вам из курса алгебры 7— 8-го классов: графика" 
ми были прямая, парабола, гипербола. В этом пункте мы расширим 
круг геометрических фигур, которые могут служить графиками 
уравнений с двумя переменными. 


Расстояние между точками А(ху: уу) и В(ху: уз) координатной пло- 
скости хОу вычиеляется по формуле 


Кх. — ху)? + (у, М). 


2 03) отрезком и проведем 
прямые х = ху, х= хи = ин, И = Из (рне. 67). Расемотрим 
прямоугольный треугольник АВС. Длина катета АС равна расстоя- 
нию между точками ху и х; оси х, т. е. АС = |х; - х1. Длина катета 
ВС равна расстоянию между точками у; и уз оси у, т. е. ВС = |0; – |. 
По теореме Пифагора АВ? = АС? + ВС? т. е. 
АВ? = [хз — х1 + у: — Ш. (2) 
Так как [аР = а*, то формулу (2) можно переписать в виде АВ? = 
= (х. - м + (и. - И. Значит, АВ = у(х, – ху) + (у, - ИУ. Теоре- 
ма доказана. 


Рис. 67 


Вычиелим, например, расстояние между точками (9; -1) и 


(2; -25). Получим {/(2 — 9) + (-25 +1} = М + 24? = 625 = 25. 


Графиком уравнения 


азов 7 


на координатной плоскости хОу является окружность є центром в 
точке О\а; Б) и раднусом г (г > 0) (рие. 68). 


стат Возьмём любую точку М(х: у) окружности (см. рис. 68). 
По теореме 1 имеем ОМ = ү аў + (у Бу. Но 
ОМ = ғ, зиачит, ғ = бо ау +, т. е. 
(к-а (уБ т. 


Итак, координаты любой точки 
Мег: у), принадлежащей окружности, 
удовлетворяют уравнению (3). 

Если точка Р(х; у) пе лежит на 
окружности, то либо О'Р < ғ (если 
точка Р расположена внутри окруж- 
ности), либо О’Р > г (если точка Р 
расположена вне окружности). И в 
том, и в другом случае уравнению (3) 
координаты точки Р не удовлетворя- 
ют. 


"Следовательно, точки окружности 
и только они удовлетворяют уравне- 
нию (3). Теорема доказана. 


Рис. 68 


ПРИМЕР 12 


уравнения является 
окружность с центром в точке 040; 0) и ра- 
диусом 4 (рис. 69). 


Рис. 69 


Построить график уравнен; 
а) (х - 10 + (0 20 = 9; б) х ++ 4х = 0. 


ПРИМЕР 13 


а) Порепишем уравнение в виде (х = 1): + (у - 2): = 32, 
фиком этого уравнения по теореме 2 является окруж- 

ность с центром в точке (1; 2) и радиусом З (рис. 70}. 

6) Перепишем уравнение в виде (х? + 4х + 4) + у? = 4, т. е. 

(+2) +0 = 4, 


Решение 


и далее 
(х С + (у – 00 = 2. 

Графиком этого уравнения == Залата окружность с 

центром в точке (-2; 0) и радиусом 2 (рис. 71 


к —— 


'Оформим основные результаты этого пункта в виде таблицы. 


а-я 
патпой плоскости © цент. 
ром в точке (а; Б) и ра- 
диусом г 


Построить график уравнения 26-0-2215. 0, 


Дробь равна нулю — это значит, что числитель ранен нулю, 
а знаменатель отличен от нуля. Приравняв числитоль нулю 
и выполнив понятные преобразования, получим (х = ЗИ + = 6,25. 
Это уравнение окружности раднусом 2.5 с центром в точке (3; 0). 

Рассмотрим уравнение 4х — Зу = 0. Его графиком является пря- 
мая, проходящая через начало координат и точку (8; 4) (рис. 72), 
она пересекает окружность в двух точках; именно эти точки и следу” 
ет исключить. Таким образом, графиком уравнения является окруж- 
ность с двумя «выколотыми» точками, 

Осталось выяснить, какие же точки нам пришлось «выкалы- 
вать». Из уравнения 4х — Зу = 0 находим у = Зх. Подставим $ вме- 


сто у в уравнение окружности: 
Р 
асе (35) 625: 


16:2 _ 25 0. 
дб 9+ 02.0; 
1002° - 216х + 99 = 0; 


ху = 0,66, х, = 1,5. 


Если х я 0,66, то по формуле у = Зх находим у = 0.88; вели хт ,8, 


то у = 2. Графиком уравнения является окружность (см. рие. 72) 
є двумя «выколотыми» точками: (0,66; 0,88) и (1,5; 2). 


Вопросы для самопроверки 


. Что такое уравнение е двумя переменными? 
. Что мазывами решением уравнения с двумя перемен“ 


ными? 


Решите уравнение: 
а) (= - 1+ 9-37-08 бух нуга ду 2х5. 
Подберите три решения уравнения: 
в) 25+ 3—6: б) х? +! = 25. 
Что называют однородным многочленом от двух перемен 
ных? 
Приведите пример однородного многочлена 4-й степени. 
Решите уравнение х? — Зху + 2? = 0. 
Что называют графиком уравнения р(х: /) = 0? 
Что представляет собой график уравнения 2х + Зу = 6? По- 
стройте тое грефих. 

Запишите формулу расстояния между точками (х1; у) и 
(хз 93) координатной плоскости хОу. 
Чо представляет ообой график ураввення 
(к-а +0 


=== 


Наряду с уравнениями с двумя переменными рассматривают и нера- 
венства с двумя переменными — это неравенства вида р(х; У) > 0, 
бх: у) < 0. Как правило, для их решения используют геометриче- 
скую модель — изображение решения неравенства на координатной 
плоскости в виде множества точек, координаты которых удовлет- 
воряют неравенству. Например, на рис. 78, а изображено множе- 


Л 
Л 


7 Ш 


ГО 
«200 


Рие. 73 


ство решений неравенства у > 2х? — точ 
И, 7; ки. лежащие на параболе ивыше неё; 
П, рме. 13, 6 изображено множество реше 
ПАТИ ный неравенства х? + у? < 16 — точки, ле- 
ИНЕТ ПДД; жащие на окружности радиусом 4 с 

П центром в точке (0: 0) и внутри ограни- 

ГИ ченного ею круга; на рис. 74 изображено 
ОИТ, множество решений неравенства (х + 2} + 


И +у' > 4 — точки, лежащие вне круга. 


рен АШИ 


ПРИМЕР 1 


Решить неравенство ху < 2. 


Если х = 0, то неравенство принимает вид 0 < 2. Это верное 
неравенство, значит, все точки оси у (прямая х = 0) при- 


Решение 


надлежат множеству решений неравен- 
ства. Если х > 0, то неравенство ху < 2 


можно переписать в виле у < 2. Значит, в 


правой полуплоскости (при х > 0) следует 
взять точки, лежащие ниже правой ветви 


гиперболы у = 2. Бели х < 0, то неравек- 


ство ху < 2 можно переписать в видеу > 2. 
Значит, в левой полуплоскости (при х < 0) 
следует взять точки, лежащие выше левой 
ветви гиперболы. Множество решений неравенства ху < 2 изображе- 
но на рис, 75. 


Иногда при построении графика уравнения с двумя переменными. 
приходится использовать неравенства с двумя переменными. Рассмо- 
трим два примера. 


Построить график уравнения (х - 23/23 = убу 7 Зх - 20. 


Наличие знака «минус» перед корнем в правой части урав- 
нения заставляет нас потребовать выполнения дополии- 
тельного условия х - 2 < 0. Если х - 2 < 0, то наличие под зна- 
ком корня выражения (у + Зх - 2) вынуждает нас принять ещё од" 
но дополнительное ограничение: у + 3 < 0. При указанных ограни" 
чениях имеющиеся радикалы можно преобразовать следующим 


Теперь поработаем © заданным уравнением: 
и. ув 8 
2550-3 = 42 |у 8; 


ТЛАВА 2 СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 


Таким образом, заданное уравнение 
выполняется при любых допустимых 
значениях переменных. Эти допустимые 
значения определяются системой нера- 
[х-2<0, 


На рис. 76 представлено множество 
точек координатной плоскости, которые 
удовлетворяют заданному уравнению. 


Построить график уравнения |у ~ х?| = х? - 2х. 


ТОСТОВ Если у > 8 50-а] - р <, и заданное уравнение при- 

нимает вид у = х2 = х? 2х, т.е. у = 27 = 2х. Если у <, 
тоју - х= ву - х9), и заданное уравнение принимает вид (у = х2) < 
= и, т.е уз 2х. 

Решения неравенства у > х2 — это множество точек, принадле- 
жащих параболе у = х? и расположенных выше неё (рис, 77). При 
этом должно выполняться уравнение у = 2х2 = 2х, т. е. интересую- 
щие нас точки должны лежать на параболе у = 2х? - 2х. Указанные 
дие параболы пересекаются в точках (0; 0) и (2; 4). Решения урани 
мия при у > х? — множество точек, принадлежащих выделенным на 
рие, 77 двум частям параболы у = 2? – 2х (при х < Ом при х > 2). 


00 


Рис. 78 


Решения неравенства у < хі — это 
множество точек, расположенных ниже 
параболы у = х? (рис. 78). При этом 


т. е. интересующие нас точки должны 
лежать на прямой у = 2х. Решения за- 
данного уравиения — множество точек, 
принадлежащих выделенным на рис, 78 
частям прямой (при х < 0 и при х > 2). 
График 


Завершая параграф. рассмотрим несколько примеров, в которых 
удаётся решить неравенство с двумя переменными, не прибегая к по- 
мощи координатной плоскости. 


ПРИМЕР 4 


Решить неравенство 412 — 4х9 5 < тату 


Решение 


Выполним некоторые преобразования заданного неравен- 
ства: 


ит 


Обозначим левую часть неравенства р(х), а правую — (и). Доста- 


больше чем 4. Итак, для любых пар (х; у), удовлетворяющих задан" 
ному уравнению, должна выполняться следующая цепочка: 


4 < р) < < 4, 
а это возможно тогда и только тогда, когда р(х) = 4 и 00) = 4. Из 


уравнения р(х) = 4 получаем х = 1; из уравнения (у) = 4 получаем 


| и 


Ответ 


Найти целочисленные решения неравенства: 


а) ЧРЕЗ В 5 < 2,5; 


лишь 
тельные значения подкоренных выражений. Если хотя бы одно из 
этих выражений больше нуля (т. е. равно 1, 2, 3, ..), то левая часть 
неравенства уж во всяком случае не меньше чем 3, что нас не устра- 
ивает. Значит, устроить нас может лишь один случай: когда оба под" 
коренных выражения одновременно обращаются в нуль. Таким обра- 
зом, задача сводится к решению системы линейных уравне- 


2х +Зи = 1, 
ть 

Находим решение этой системы: х = 2; у = 1. 

6) Преобразуем данное перавепство: 34 + 27 + 40и + 3)' < 16. 

Поскольку 3(х + 2) > 0, должно выполняться неравенство 
40+ < (0 + 3)* < $. Это возможно только в трёх случаях: 
у= -3,у= -2, у = -4. Рассмотрим каждый из этих случаев по отдель- 
ности. 


Если у = -3, то неравенство Збх + 2) + 40у + З)! < 16 принимает 


вид (х +2) < 16, Это верно при следующих целочисленных значени- 


ях х: -3, -2, -1. Таким образом, получили три решения заданного 
неравенства: (-3; 3), (-2; 3), (-1; 3). 


Если у = -2 или у = -4, то неравенство З(х + 2)2 + (у + 3) 


16 
<з 


принимает вид (х +27 < 3, 


Это верно лишь при х = -2. Таким образом, получили ещё два 
целочисленных решения заданного неравенства: (-2; —2), (-2; 9). 


Ответ 


а) (2; 1); 
6) (-3; -3), (-2; -3), (-1; -3), (-2; -2), (-2; -4). 


и СИ И 


Вопросы для самопроверки 


Что называют решением неравенства р(х; у) > 0? 
Подберите три решения неравенства: 

а) 2х+3у > 6, ба+и< 25. 

3. Постройте множество точек координатной плоскости хОу, 
удовлетворяющих неравенству: 

дни < 25; 6) лінуі 25 — №мьи> 25. 


юг 


Системы уравнений с двумя переменными встречались вам в курсе 
алгебры 7-го класса — это были системы двух линейных уравнений 
е двумя переменными. В предыдущем параграфе мы говорили о бо- 
лее сложных, чем линейные, уравнениях с двумя переменными, те 
перь рассмотрим системы таких уравнений. 


Уравпения р(х; у) = 0 и 4(х; у) = 0 образуют систему уравнений, ес- 
ли поставлена задача найти все пары чисел (х; у}, удовлетворяющие 
одновременно обоим уравнениям. Пишут 

[ди = 6, 

ао: у) = 0. 
Пару чисел (х; И), которая одновременно является решением и 
первого, и второго уравнений системы, называют решением систе- 
мы уравнений. Решить систему уравнений — это значит пайти все 
её решения или установить, что решений мет. 


Например, пара (3; Т) — решение системы уравнений 
ана 
ини, ©) 


их = 4. 


ТЛАВА 2 СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 


В самом деле, эта пара удовлетворяет как первому, так и второму 
уравнению системы, значит, является её решением, А пара (5; 9) пе 

является решением системы (1): она не у) 
к (хотя и удовлетворяет второму урав- 


буквами, например: а и В, зи Г, иноит. д. Но в любом 
случае при записи ответа в виде пары чисел используют 
`лексикографический способ, т. е. на первое место ставят 
ту нз двух букв, которая в латинском алфавите встречается раньше. 
Систему уравнений можно решать графическим методом: надо 
построить график первого уравнения, затем построить график эторо- 
го уравнения и найти точки пересечения этих графиков; координаты. 
каждой точки пересечения служат решением системы уравнений. 


ПРИМЕР Т 


хуа 18, 
у-х=4. 


Решение 1) Построим график уравнения х? + у? = 16 — окружность 
е центром в начале координат и радиусом 4 (рис. 80). 

2) Построим график уравнения у – х = 

= 4. Это прямая, проходящая через точ" 


прямая 

ся в точках А и В (ем. рис, 80). Судя по 
геометрической модели, 

точка А имеет координаты (-4; 0), а точ- 
ка В — координаты (0; 4). Проверка по- 
казывает, что на самом деле пары (-4; 0) 
и (0; 4) являются решениями каждого 
уравнения системы, а значит, и решени- 
ями системы уравнений. Следовательно, 
заданная система уравнений имеет два 
решения: (-4; 0) м (0; 4). 


Отв; 54:0; (0: 4). 


1) Графиком первого уравнения является парабола у = 2х? 


2) Графиком второго уравнения яв- 
ляется гипербола у 2 (см. рие. 81). 


3) Парабола и гипербола пересека- 
ются, судя по чертежу, в точке А(1: 2). 
Проверка показывает, что действи- 
тельно пара (1; 2) является решением 
каждого уравнения системы, а зна- 
чит, и решением системы уравне- 
ний. Следовательно, заданная система 
уравнений имеет одно решение: (1; 2). 


Графический метод решения систем уравнений красив, но нена- 
дёжен: во-первых, потому что графики уравнений удаётся построить 
далеко не всегда; во-вторых, даже если графики уравнений удалось 
построить, точки пересечения могут быть не такими «хорошими», 
как в специально подобранных примерах 1 и 2, а то и вовсе окажут. 
я за пределами чертежа. Значит, нужно иметь более надёжные ал- 
гебраические методы решения систем двух уравнений с двумя пере- 
менными. 0б этом пойдёт речь в следующем параграфе. 


ПРИМЕР 3 


дачу = 16, 
у= хіжа 
личных значениях параметра а при условии, что а > -10? 


Графиком уравнения х? + и = 16 является окружность ра- 
диусом 4 с центром в начале координат (рис. 82). Графи- 
ком уравнения у = г? + а является парабола с вершиной в точке (0; а) 
(см. рис. 82). Число решений системы, т, е. число точек пересечения 
параболы и окружности, зависит от положения вершины параболы, 
т. е, от значения параметра а. 

Если а > 4, то парабола и окружность не пересекаются (см. 


Сколько решений имеет система уравнений при раз- 


Решение 


шую точку (0; 4) (см. рис. 82), значит, система имеет одно решение. 


ГЛАВА 


Если -4 < а < 4, то парабола и окружность пересекаются в двух 
точках (рис. 83), значит, система имеет два решения. 


Если а = -4, то парабола и окружность имеют три общие точки 
(рис. 84), значит, система имеет три решения. 

Если а = -10, то парабола и окружность пересекаются в четырёх 
точках. Убедиться в этом можно так: парабола у = х? ~ 10 пересекает 
ось х в точках -/10 и 4/10, Обе эти точки лежат внутри круга 
(рис. 85; здесь масштаб уменьшен по сравнению с рис, 82—84). 


‘Аналогичная ситуация имеет место и в случае, когда -10 < а < -4. 


Нет решений, если а > 4; одно решение, если а = 4; два ре- 
шения, если -4 < а < 4; три решения, если а = —4; четыре 


решения, если -10 < а < -4- 


Найти целочисленные решения системы уравнений 
2х1 - Зу? = 96, 
2ху + 5х = Ву + 22. 


ПЕИЕСТСССТИВИИ поразу второе уравнение: х = 80222 (деление на 


2у + 5 возможно, поскольку это выражение не обращается 
2 2 
п нуль при целочисленных значениях ух «4% т. Дробь р 
должна быть целым числом. Значит, для её знаменателя есть четыре 
возможности: он может быть равен -1, 1, -2, 2. Из уравнения 
2у + 5 = -1 находим у = -3; из уравнения 2у + 5 = 1 находим у = -2; 
уравнения 2у + 5 = 2, 24 + 5 = -2 целочисленных корней ие имеют. 
Итак, либо , либо у = -2. Подставим поочерёдно каждое из 
этих значений в первое уравпение заданной системы. Если у = -8, то 
первое уравнение принимает вид 257 + 81 = 96; это уравнение ие имеет 
целочисленных корней. Если џ = -2, то первое уравнение принимает 
вид 2х + 24 = 96; ото уравнение имеет целочисленные корни: х = 26. 


МИСТТТОВВЕНИИ ‹с: 2). 5; 2). 


Если поставлена задача найти такие пары чисел (х; у), которые 
одновременно удовлетворяют неравенствам р(х; у) > 0и (х; 9) > 0, 
то говорят, что указанные неравенства образуют систему нера- 
еа 
9:0 > 0. 


Пару чисел (х; 0), которая одновременно является решением и 
первого, и второго неравенств системы, называют решением емете- 
мы неравенств. Решить систему неравенств — значит найти все её 
решения (или установить, что решений нет). 


система неравенств < двумя переменными 
решение системы неравенств. 


[2х - 3у < 6, 


Решить систему неравенств |... еро 


1) Построим график уравнения 2х - Зу = 6. Это прямая, 


проходящая через точки (3; 0) и (0; -2). Возьмём в каче 
стве контрольной точку (0; 0), расположенную выше построенной 
прямой; её координаты удовлетворяют неравенству 2х — Зу < 6. Зна" 
чит, геометрическим решением первого неравенства заданной систе- 
мы являются полуплоскость, расположенная выше прямой, и сама 
прямая (поскольку заданное неравенство нестрогое) (рис, 86). 

2) Построим график уравнения х + +7 = 0, Это прямая, прохо- 
дящая через точки (-7; 0) и (0; -7). Возьмём в качестве контрольной 
точку (0; 0), расположенную выше построенной прямой; её коорди" 
наты удовлетворяют неравенству х + у + 7 2 0. Значит, геометриче- 
ским решением второго неравенства заданной системы служат полу- 
плоскость, расположенная выше прямой, и сама прямая (рис. 87). 
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Рис. 87 


З) В качестве решений заданной системы неравенсти следует 
взять все общие точки построенных полуплоскостей, т. е, их пересе- 
чение (заштриховано на рис. 88). 


ИА 
ШШЩЕ | 


за -4к+1, 
ухх-3. 


Надо найти пересечение множества решений неравенства. 
у2 - 4х + 1 (рис. 89) и неравенства у < х - З (рис. 90), 
Искомое множество решений изображено на рис. 91 — лараболиче 


ПРИМЕР 7 

Найти целочиеленные решения системы неравенств. 
ух зу -6 < 5-1, 

1 2 
+!” 
Если х, у — целые числа, то 2х + Зу — 6 — целое число, 
Поскольку оно содержится под знаком квадратного корня, 
оно должно быть неотрицательным: 0, 1, 2, 3, -. . Но уже значение 2 
нас не устраивает, поскольку {2 > 4/5 - 1. Значит, нас интересуют 
только два случая: 2х + Зи – 6 = 0 или 2х + 3у -6 = 1. 

Выполним преобразования второго неравенства системы: 

< 3; (хуй < 1 
бк 20 +1 50 200 < 5 

Это возможно лишь при условии, что х – 2у = 0. В итоге задача 

сводится к решению совокупности двух систем линейных уравнений: 
2х +3у = 6, 2х +3у = 7, 
х= 24 х= 2. 


Решение 


= 


Первая система не имеет целочисленных решений, а из второй 
системы находим: х = 2, у = 1. 


02; 1). 


Вопросы для самопроверки 


1. Что такое система двух уравнений с двумя переменными? 
2. Что называют решением системы двух уравнений с двумя 

переменными? 
хезу = 5, 


п зб, Какие по предло- 


3. Дана система уравнений 
женных ниже пар чисел являются сё решениями: 
а) (550; в) (3; 4): д) (-1: 207 
6) (2:1; 0901: 2); 
4. Расскажите, как графически решить систему уравнений 
х+Зу = Б, 
жи! = 25. 


координатной плоскости хОу решения систе 
Ё 20, 
мы неравенств р 21, 


ух». 


5. Покажите 


Этот метод вы уже применяли в 7-м классе при решении систем двух 
линейных уравнений с двумя переменными. Он заключается в том, 
что из одного уравнения системы одну из переменных выражают 
через другую, затем полученное выражение подставляют во второе 
уравнение системы и ретают его относительно оставшейся перемен 
ной. Найдя корни последнего уравнения, ищут соответствующие 
значения выраженной переменной. 


Выше (см. пример 14 в $ 8) мы уже фактически решили методом 


Е 
подстановки систему уравнений | ^ 3” 
х - З +02 = 6,25. 


Рассмотрим ещё несколько примеров. 


ПРИМЕР Т 


ж+Зу = 5, 


рн сиу тан [57587 


Решение 


1) Выразим х через у из первого уравнения системы: 
х=5- Зу. 
2) Подетавим полученное выражение вместо х во второе уравие- 
ние системы: (5 – Зуу = 2. 


3) Решим это уравнение: 
бу - Зи =2; Зи -бу+2-=0; 
и-1, и -3. 


4) Подставим поочерёдно каждое из найденных значений у в 
уравнение х = 5 - Зи. Вели у = 1, тох=5-3-1 = 2; всли у = 5, то 
2 
х-5-3- 13. 


5) Пары (2: 1) и[3 


л [в 


— решения заданной системы уравнений. 


зума 
Решить сист уравнения |0,7 2 7а, 9 


Поработаем с первым уравпепием системы. Это однородное 
уравнение второй степени (см. $ 9). Если х = 0, тоу = 0; 
сразу заметим, что пара (0; 0) не удовлетворяет второму уравнению 
системы, т. ©. не является решением системы. Если х ў 0, то обе ча- 


= 


‘сти первого уравнения системы можно почленно разделить на х? и 
затем ввести новую переменную 2 = 


Г 
ТЕСНЕЕ 
#2 -2:-3=0; 1 =3, 2, =-1. 


Значит, либо # = 8, т. е. у = Зх, либо # = -1 
получаем совокупность двух систем уравнений: 


не. у=-х. В итоге 


у= 3х, у= 
жакут е 208 [2+ = 28. 
Подставив Зх вместо у во второе уравнение первой системы, по- 


лучим: 


22 + (3х) = 28; 2857 = 28; х= 1. 
Итак, х = 1, а поскольку у = Зх, тоу = 3. 
Подставив -х вместо у во второе уравнение второй системы, полу- 
чим уравнение х? + (х)? = 28, которое не имеет корней. Значит, 
решений. 


вторая система не имеет 


Чему равно наименьшее значение выражения 


тх 1а у о 


и при каких значеннях переменных оно достигается? 


Здесь |2х -и-4|20и Е 4+9 > 8, поскольку 
47,4 
азыг Б хі + + 9. Если нам повезёт, а именно ока- 


жется, что существует такая пара (х; у), при которой одновременно 
выполняются равенства |2х - у - 4| = 0 и |х + 
ры = 3. 


+9 = 3, то 


Фактически задача сводится к решению системы уравнений 
2к-у-4=0, 


Выразим у из первого уравнения: у = 2х - 4. Подставим получен- 
ное выражение вместо у во второе уравнение: 


2-2 +1=0; 
(х9 1) - 2022-1) = 0; 
х +1) - 208-1 + 0) 0: 
(к - 10-х 1) 0. 
Из последнего уравнения находим: хуя 1, ея РВ, ху 
Соотвотственно, по формуле и = 2х - 4 находим: уу = =2, у, = 5 - 3, 
т 4/5 -3. 


Ришы = З, достигается при следующих парах значений пере- 


менных: (1; 2), (=, 5-3}, (2. -% - 


До сих пор мы говорили о системах двух уравнений с двумя пере- 
менными, Встречаются и системы уравнений с другим числом пере- 
менных, например с тремя переменными. Решить систему трёх 
уравнений с тремя переменными 


рб: и 2) = 0, 
ра и 2) = 0, 
рі и 2) =0 


значит найти все тройки чисел (х; и; 2), при подстановке которых во 
все уравнения системы получаются верные числовые равенства, Каж- 
дую такую тройку чисел называют решением системы трёх уравие- 
ний с тремя переменными. 

В следующем примере мы покажем, как используется метод под- 
становки для решения системы трёх уравнений с тремя перемен- 
ными. 


ПРИМЕР 4 
ах -Зи-2=0, 
Решить систему уравнений | 2х + у + 52 = 2, 
Зх - 2у +42 = -4. 
Решение Выразим 2 из первого уравнения системы: 2 = 4х — Зи. Под- 
ставим полученное выражение вместо 2 во второе и третье 
уравнения системы: 
2 = 4х - Зы, 
2х +и+ 4х - Зи) = 2, 
3х – 2у + 4(4х - Зу) = -—& 
2=4=-Зу, 
|22х - Му = 2, 
19 – 14у = -4. 

Из второго уравнения находим 14у = 22х ~ 2. Подставив выра- 
жение 22х – 2 вместо 14у в третье уравнение системы, получим: 
19х - (22х – 2) = -4; х = 2. Подставив значение х = 2 во второе урав- 
нение системы, получим у = 3. Подставив, наконец, значения х = 2, 
у = З в первое уравнение системы, получим 2 = -1. 

х=2, 

Ответ можно записать двумя способами: либо | у = 3, 

г--1, 
либо (2; 3; -1). 


ПРИМЕР 5 


Решить систему уравнений 
ди 4х + 9? - 12у +50, 
4х чу = 21. 
Решение Первое уравнение можно преобразовать к виду (2х + 1) + 


+ (у - 2) = 0, откуда находим: х = -}. у = 3. Подставиь 
найденные значения во второе уравнение системы, получим: 
2227; 2=8. 
2. 
# 


Этот метод, как и метод подстановки, знаком вам из курса алгебры 
7-го класса. Суть метода напомним с помощью примера. 


ПРИМЕР Є 
2х ху +2 =0, 
Решить спстему уравнений |. ау + 30 = 0. 
Решение Умножим все члены первого уравнения системы на 3, 


Ответ 


а второе уравнение оставим без изменения: 
6х + 85у +60, 
4у + Зху + 30 = 0. 


Вычтем второе уравнение системы из её первого уравнения: 
(6х + Зху + 6) – (4у + Зху + 30) -0-0; 
бх - 4у - 24-0; 
Зх - 24-120. 

В результате алгебраического сложения двух уравнений исходной 
системы получилось уравнение более простое, чем первое и второе 
уравнения заданной системы. Этим более простым уравнением мы 
имоем право заменить любое уравнение заданной системы, например 
второе. Тогда заданная система уравнений заменитея более простой: 

2х +лу+2 = 0, 
3х - 2-12 = 0. 
Эту систему можно решить методом подстановки. Из второго 


уравнения находим и = 2-12; подставим это выражение вместо у в 


Осталось подставить найденные значения х в уравнение и = 2—12, 


Если х = 2, то у = -3; если х = 2, тоу=-5. 


-5} 


Ем 


С методом введения новой переменной при решении уравнений с од" 
ной переменной вы познакомились в курсе алгебры 8-го класса. Суть 
этого метода при решении систем уравнений та же, но с технической 
точки зрения имеются некоторые особенности. Мы их обсудим в сле- 
дующих примерах. 


нь б ев Е ЕЛ А; 
Решим это уравиение относительно переменной (: 
1-5, 28-ы+2= 
и 20-20: 
п-2. а=} 


Но = 1, значит, либо > = 2, т ехе ду либо = рте у= 2х. 


Таким образом, с помощью метода введения новой переменной 
мам удалось как бы «расслоить» первое уравнение системы на два 
простых уравнения: 

х=2у; у= 2х. 

Теперь задача сводится к решению совокупности двух систем 
уравнений: 

х= 24, ич 2, 
2-0 = 8; ху? = 3. 

При решении первой системы уравнений воспользуемся методом 
подстановки, тем более что здесь для него всё готово: подставим 
выражение 2у вместо х во второе уравнение системы. Получим: 

ур ез: 1 
м=1, ш--ь 

Так как х = 24, то х, = 2, х, = -2. Тем самым получены два реше- 

ния заданной системы: (2; 1) и (-2; 1). 


При решеним второй системы уравнений снова воспользуемся ме- 


Это уравнение не имеет корней, значит, м система уравнений не 
имеет решений. Таким образом, в ответ надо включить только реше" 
ния первой системы. 


(2; 1; (2; -1). 


Метод введения новых переменных при решении систем двух 


ниях системы одновременно. Так будет обстоять дело в примере 8, 


Это позволит переписать заданную систему » значительно более 
простом виде, но относительно новых переменных а и Б: 


Е 


Применим для решения этой системы амен данае сло- 
жения: 
„за +35 - 6, 
4а-35=1 


а=1. 
Так как а = 1, то из уравнения а + Б = 2 находим, что в = 1. Таким 
образом, относительно переменных а и Ь мы получили одно решение: 


2г+у 


х-3у 92, 
2х+у- 3. 


Применим для решения этой системы метод алгебраического сло- 
жени 


+= - 30-2. 
бх + Зи 9 
7-16 


п 
х1. 


Так как х = 11, то из уравнения 2х + у = З находим: у = 3 - 2х = 


=3-2, М - -1. Таким образом, относительно переменных х и у мы 


Две системы уравнений с двумя переменными называют равносиль- 
если их решения совпадают или если обе системы не имеют 
решений. 


Методы, которые мы обсудили в этом параграфе (метод подста- 
новки, метод алгебраического сложения, метод введения новых пере- 
менных), абсолютно корректны с точки зрения равно- 
сильности. Иными словами, используя ати метобы, за. 
меняем одну систему уравнений другой, более простой. 
но равносильной первоначальной системе. 


Иногда при решении систем двух уравнений с двумя переменными 
рб: и) = фб И) 
руб: и) = 90: 0) 
выгодно составлять уравнение произведение 
рих: Урих; у) = (хз убх: 0), 


выгодно в том смысле, что это уравнение может оказаться более про- 
стым, чем любое из уравнений системы. Тогда и система уравнений 


риб: рух и) = б: УМ у), 
риб 0) = доб 0 


или 

убх: Юри = б: Ирас 

Раз) = 0: 0 
оказывается более удобной для последующего решения. В этом суть 
метода умножения. Однако при его использовании следует учиты- 

ть, что возможно появление посторонних решений. Смотрите: ес- 
ли пара (ху; ув) такова, что 
Ако: у) = Фіха №) = 0, 

то эта пара автоматически становится решением системы 

[риб риб, 0) = дб: ах; 0), 

| раба ид = 26а и) 


(обе части обоих уравнений системы при значениях х = хо, у = и од- 
новременно обращаются в 0). Но эта пара вовсе не обязана удовлет- 
порять первому уравнению исходной системы рух; у) = Ф1(2: 0), а 
аначит, может не быть решением исходной системы. 

Вывод. При использовании метода умножения не следует забы- 
вать о необходимости проверки всех найденных решений (чаще всего 
© помощью их непосредственной подстановки в заданную систему 
уравнений). 


ПРИМЕР 9 


9-6 =, 
Решить систему уравнений ба 
ху +24 ==. 
У 
Решение Перемножим уравнения системы и расемотрим уравиение- 


произведение совместно с первым уравнением системы: 
ху - бику + 24) = 2 ? >4 


0-6-0, 


ху = 8, 
-6. Ё, 
ху-6 = №. 


Выраз х чере р ка первого уралтеняя и подстазнв выраже- 
ние 5 вместо х во второе уравнение, получим: у! = 16; и = 2, и: = -2 
и, соответственно, ху = 4, ху = 

сы 14: 2) и (-4: -2) в исходную систему, 


убеждаемся в том, что обе они удовлетворяют системе, а потому ян- 
ляются её решениями. 


Ответ (4; 2), (4; -2). 


Иногда при решении систем двух уравнений с двумя перемен- 
ными 
убх: и) = Фб 0) 
риб: у) = аб: у) 
выгодно составлять уравне; ИБ 0 0 0 выгодно 
нана рат и) Чи и Ы 
том смысле, что это уравнение может оказаться более простым, чем 


любое из уравнений системы. Тогда и система уравнений 


ЕЗД рези _ вез 
М = 9 №)" или | Роб) д 0" 
рак; у) = фб У) "рт №) = 965 У) 


оказывается более удобной для последующего решения. В этом суть 
метода деления. При его использовании следует помнить, что на 


нуль делить нельзя. Но ведь не исключено, что может существовать 
пара (хо; уз) такая, для которой рхо; с) = 4:4 хо; уз) = 0, и если 


пару (хо 5) на предмет того, не являетси ли она «потерянным» в 
результате деления решением заданной системы. 


ли выше, поскольку обе части второго уравнения заданной системы: 
(уравнения-делителя) не могут одновременно обратиться в нуль (это 
очевидно, так как правая часть этого уравнения явно отлична от 
нула). 
Преобразуем первое уравнение полученной системы: 
а-и в, 25р. сусма сух у 
ШОИ тут херек уз 
В итоге приходим к более простой системе уравнений: 
-= 
"-з, 
дих - у = 6. 


Она без труда решается методом подстановки. 


В заключение приведём пример решения системы трёх уравие- 
ний с тремя переменными, где используется комбинация рассмо- 
тренных методов. 


ду + ха = 4, 
угу = 
2х +ау = -9. 


Решить систему уравнений 


р 


Присвоим для удобства уравнениям системы значки (1), 
(2), (3) соответственно и составим следующую комбинацию 


уравнений системы: 0-02-08) _ (3), Имеем: 


буз тг) рге рл) 6 ИИ 
т бах + а) 


9), 


откуда после преобразований получим достаточно простое уравне- 
ние: ху = 2. Подставив в первое уравнение заданной системы вместо 
ху значение 2, получим хг = 6. Подставив во второе уравнение за- 
данной системы вместо ху значение 2, получим уг = -. Тем самым. 
мы пришли к более простой системе уравнений: 
ху = 2, 
52 = 6, 
иг = -3. 
Перемножив все три уравнения этой системы, получим (хуг)? = 36; 
значит, либо хуг = 6, либо хуг = -6. 
Если хуг = 6, то, учитывая, что у: = -3, получаем х = 2. Сопоста- 


вив уравнение хуг = 6 с уравнением хг = -6, приходим к выводу, что 
н ху = 2 вытекает, что 2 = 3. Тем самым 


Боли хуг = -6, то, учитывая, что уг = -3, получаем х = 2. Сопоста- 
пив уравнение хуг = -6 с уравнением хз = -6, приходим к выводу, 
что у = 1. Из уравнений хуг = -6 и ху = 2 вытекает, что 2 = -8. Тем 


Вопросы для самопроверки 


1. Расскажите, в чём суть метода подетановки, применяемого 
при решении системы двух уравнений с двумя перемен- 
ными. 

2. Опишите алгоритм решения системы двух уравнений с 
двумя переменными методом подстановки на примере ре- 

МЕГЕ 
н 77979 

3. Расскажите, в чём суть метода алгебранческого сложения, 
применяемого при решении системы двух уравнений с дву- 
мя переменными. 


Ее КС И 


4. Прокомментируйте метод алгебраического сложения на 
примере решения системы: 


5. Расскажите, в чём суть метода введения новых перемен- 
ных, применяемого при решении системы двух уравнений 
с двумя переменными. В каких двух вариантах он приме 
няется? Проиллюстрируйте ваш рассказ © помощью приве- 
дённых выше решений примеров 7 н 8. 

6. В каком случае две системы двух уравнений с двумя пере- 
менными называют равносильными? 


В этом параграфе речь пойдёт о двух специальных видах систем двух 

уравнений с двумя переменными, представляющих определённый 
интерес, — об однородных и симметрических системах. 
Систему уравнений 

[их и) 

965 дв 


® называют однородной, если р(х; и), (5; у) — однородные многочле- 


ны, аа и Ь — действительные числа. 

Если рх; у) и ф(х; У) — однородные многочлены одной 
и той же степени, то идея решения однородной системы 
достаточно проста. Она сводится к тому, что с помощью 
составления некоторой комбинации уравнений системы 
можно получить однородное уравнение. Впрочем, если в 
заданной системе а = 0 или В = 0, то в системе уже есть однородное 
уравнение, которое, как мы видели в $ 9, решается методом введения 


однородная 
система 
уравнений 


новой переменной г = +. Если оба числа а и Б отличны от нуля, то, 
применив метод деления, получим систему, равносильную данной: 


371 
чтить 


СЕ 


Брбх; у) – ах; у) = 0 
м выполнив соответствующие преобразования, получим однородное 
уравнение, 


РГТ 


Бенита опстану уранни а еф ўнага 


Левые части обоих уравнений системы — однородные мио- 
гочлены третьей степени, значит, система является од- 
нородной. Применив метод деления (адесь он не приведёт к потере 
решений), получим: 


жну ВР 
зуи С Е 
2-5. 1 = а В 
Иер зай лучи ки: 
1 - 35у + 202-0; (67 зк и 2-0. 


Впедя новую переменную 2 = #, получим квадратное уравнение 


1 -32+2 7 0 с корнями 2 = 1, 2; = 2. Значит, либо # = 1, ун х, 
либо # = 2, т. е. у = 2х. В итоге приходим к совокупности двух си- 


стем, каждая из которых существенно проте задано системы и боз 
труда решается методом подстановки: 


у=, 
жи = 

Подставка х вместо во второе уражщеняе перюой системы, полу- 
чим: 229 = 1; 2? = 1. Удобнее переписать последнее уравнение в виде 


Итак, первая система имеет решение | 32; 5 | 


Подставив 2х вместо у во второе уравнение второй системы, полу- 
чим: 9х? = 1; 22 = і Удобнее переписать последнее уравнение в виде 


з. Тогда у = 33. 


Итак, вторая система имеет решение | 33, ЕД 


З 
(31, 31). (32. 28] 
2: 2 | з 


= 2. - 13, 
з? = р Получим х = бте, т. е. 


уравнений. 


Для введения понятия симметрической системы нам понадобится по- 
нятие симметрического выражения. Выражение р(х; /) называют 
симметрическим, если оно сохраняет свой вид при одновременной 
замене х на у н у па х. Соответственно, уравнение р(х; ) = 0 называ" 
ют симметрическим уравнением, осли его левая часть — симметри" 
ческое выражение. Например, симметрическим является выражение 
хау + ци. В самом деле, при одновременной замене х на у н у нах 
получится выражение ух + ух’, но это то же самое, что х'у + ху". 
Приведём еще несколько примеров симметрических выражений: 
а 
хусу хау, д, ку ит, 
Первые два из них считаются основными в том смысле, что лю- 
бые другие симметрические выражения можно представить в виде 
некоторой комбинации ху и х + и. Смотрите: 
хаку е (с - лу; 
зае + акту + Зхут + у) - (Ву + Зло) = (х + у - ахих + И: 
ака ни = у = (+ 0)? = 2х0)? — 26 
Дун, а „ау зразу 
х'ут зу убт зу ти 
Систему двух уравнений с двумя переменными называют сим- 
метрической системой, если она состоит из симметрических уран- 
нений. Идея решения симметрической системы фак“ 


симметрическая  тически предопределена проведенными выше рассуж- 


дениями — вводят две новые переменные: и = х # ун 
о= ху. 


ПРИМЕР 2 


а ее ча М, 
Рети слоту три хеху+у= 5, 
Решение Введём две новые переменные: и = х + у, о = ху. Воспользу- 


емся при этом полученным выше выражением х? + у? через 
хун хуг 
не (к + Зхубх +. 
Тогда заданная система примет вид 
шї Зи + ої = 17, 
шит 5. 
Выразим о из второго уравнения: о = 5 - и; подетавим полученное 
выражение вместо 0 в первое уравнение системы: 
и - 345 ш) + (5-и) = 1 
ш — 15и + Зи? + 125 — Тби + 15и? – и? = 17; 
1842 — 00и + 108 = 0; 
и - 5и +6 = 0: 
ш 2, ш=8. 
Соответственно находим 0; = 3, о; = 2. 
Осталось решить совокупность двух простых систем уравнений: 
+=, хну 3, 
ху = 8 ду = 2. 


Первая система не имеет действительных решений, из второй на- 
ходим два решения: (1; 2), (2; 1). 


(1; 2), (2; 1). 


Вопросы для самопроверки 


Приведите пример однородной системы двух уравнений с 
двумя переменными. Опишите метод её решения. 

. В каком случае выражение р(х; у) называют симметриче- 
ским? 


| 
| 


- Приведите пример симметрической системы двух урав" 
нений с двумя переменными. Опишите метод её реше- 


В предыдущих параграфах мы рассматривали только системы раци" 
омальных уравнений. На самом деле методы решения систем уравие- 
ний, о которых шла речь выше, универсальны, они применимы и 
для решения систем уравнений других классов. В этом параграфе 
мы рассмотрим примеры решения иррациональных систем, т. е. та- 
ких систем, у которых хотя бы в одном уравнении переменные со- 
держатся под знаком кория, а также примеры решения систем с мо’ 
дулями, т. е. таких систем, у которых хотя бы в одном уравнении 
переменные содержатся под знаком модуля. 


ПРИМЕР 1 


Решить систему уравнений Е 


4" - 1 = Зих - 1). 


Решение Введём новую переменную и = 2—28. Тогда первое урав- 


нение системы примет вид и +2 


3х - зу ах 9 
2-6 нЕ кеди 
Нам удалось преобразовать первое уравнение заданной системы к. 


существенно более простому виду. Но тогда м саму систему можно 
переписать в более простом виде: 


откуда находим и = 1. Значит, 


х > 2, 
у? -1 = зих - 1. 
Решения этой системы без труда находятся методом подста- 


Ответ (2:1; 0:0,5). 


ПРИМЕР 2 


РН ЗЕДЕН 
ре р Я а 


Возведём в квадрат обе части обоих уравнений системы: 
Я -* 
ШРИ 


|! зе фе + еу, 
ПЕРЕТЕ 


ТЕ 


у -а- и, 
(а/я) = ау 


2 -у=4- 4х + лд, у = 4х - 4, 
бе хай -4уз бу 4х1. 


Решив оту систему двух липейпых уравпепий с двумя пергмеп. 


зи = 


ПНВ Бо НЫЕ 
дили обе части уравнения в квадрат, возможно появление посторон- 
них решений, а потому необходима проверка. Её в принципе можно 
сделать с помощью непосредственной подстановки найденных значе- 


ний х = 12, у = 5 в уравнения исходной системы, но тогда придётся 


`Известно, что при возведении обеих частей уравнения в квадрат 
посторонние решения не появятся, если обе части уравнения прини- 
значения. Это явно имело место при 


ловиям, значит, удовлетворяют заданной системе уравнений. 


ПРИМЕР 3 


Решить систему уравнений 
ШЕ. денуе даі д 
уа + 2х = 21х-11- +4. 


Оспободившись от зпаменателей в первом уравнении систе" 
мы и уединив слагаемое 2х ~ 1| во втором уравнении си- 
стемы, получим 


Па -0 = 4ху + у +у-х+1 4, 
215-10 у 2+4. 
Если х > 1, тох - 1 > 0, а потому |х - 1| = х - 1. В этом случае 
первое уравнение системы принимает вид 
х-1=4лу+ и - Зу-х+ 1, т.е. лучи" - Зуя 2х - 2. 
Второе уравиение системы в этом случае принимает вид 
25 - Пти + 2-4. те ичу-2=0. 


Если х < 1, тох – 1 < 0, а потому |х — 1| = (х – 1). В этом случае 
первое уравнение системы принимает вид 


іх - 1) = 4ху + у? - Зу-х+ 1, т.е, 4ху + у? - Зу = 0, 


о 


Второе уравнение системы в этом случае принимает вид 
2х - утку - 4, тооруун б - 4х. 
Таким образом, получаем совокупность двух систем: 


х>21, х<1, 
Ау чу? — Зи = 28-2, аху + -3у = 0, 
у +у-2- 0; у +у= 6-45. 


"Из последнего уравнения первой системы находим уу = 1, у; = -2. 
Подставив поочерёдно эти значения в первое уравнение первой си- 
стемы, получим соответственно хз = 0, х, = 1,2. Первое значение не 
Удовлетворяет условию х > 1. Поэтому решение первой системы — 
пара чисел: х = 1,2, у= -2. 

Решим вторую систему. Из её первого уравнения находим 

Шаху 3) =0. 

Значит, либо у = 0, либо 4х +у 3 = 0. Но у = 0 не удовлетворяет 
заданной системе уравнений (точнее, её первому уравнению). Во 
итором случае следует решить систему 


4х +0-3-0, 
уку 6-4, 
Выразин 4х из первого уравнения системы (4х = 8 — у) и подста- 


вип полученное выражение вместо 4х во второе уравнение, придём к 
уравнению с одной переменной у: 


3+0=6 - (3 - 0: 
и -3. 


Значит, уу = `В, у, = №. Так как х = 2, то получаем: 
ва, 8. 


Второе значение не удовлетворяет неравенству х < 1. Таким обра- 
зом, для второй системы найдено одно решение: 


ПРИМЕР 
Атта 
уравнений 
«Е - Ету - (Е. 
ъу 
Решение Здесь имеет смысл применить метод умножения: 


а Е 9) 


8н изу - (х-и 
у=4. 
Подставив значение 4 вместо у во второе уравнение исходной си- 
стемы, получим иррациональное уравнение с одной переменной: 


Емма в 


а 
р) = (Мк - а): 
онаа Т6 х4 

22 - 16 = 3х; 25002 - 16) = лї; х? = 25; 
БЕ 
Значение -5 не удовлетворяет уравнению (1), значение 5 — удов- 


летворлет. 
Итак, получили х = 5, у = 4. 


Решить систему 


Ответ (5; 4). 


системы получаем у = а – х. Подста- 
вия выражение а — х вместо у во второе уравнение систе- 
мы, получим урависние с одной переменной х и параметром а: 

Че + (а – х) = 20; 


5х? - 2ах + (а? – 20) = 0; (2) 
2+8 59—30) аз", 
а г чаыв 


Если 25 - а? < 0, т. е.а < —5 или а > 5, уравнение не имеет кор- 


ней. 


Если а = 5, тох = 1, и из условия у = а - х находим у = 4. Значит, 
= 5 система имеет одно решение (1: 4). 

Если а = -5, тох = -1 и, соответственно, у = -4. Это значение но 
Удовлетворяет первому уравнению заданной системы, в котором при- 
сутствует /у, а потому должно выполняться условие у > 0. Значит, 


е. -5 <а < 5. Тогда урав- 
нение (2) имеет два корня: 


2.55507 ачына 


РА $ 


В первом уравнении заданной системы присутствует үа — х, сле- 
‘довательно, должно выполняться условие а — х > 0, т. е. х < а. Вы- 
ясним, при каких значениях параметра а указанному условию удоп- 
летворяет ху, а при каких — х;. 


Рассмотрим неравенство ® +3454" < а. Имеем: 


а +2425 аї < 5а; 
425 = аї < 2а. 
Из последнего неравенства следует, что а > 0. При этом условии 


обе части указанного неравенства можно возвести п квадрат. Полу 
чим: 


25-2: < 4а; а> 5а > 5 
(мы учли, что а > 0). Итак, значение ху мы можем рассматривать 
лишь при выполнении условия 4/5 < а < 5. 


Рассмотрим теперь неравенство ху < а, т. е. 


Имеем: 
а- 2425 а: < 5а; 
М25– а? > -24. 


Е а КС 


Это неравенство явно выполняется при а > 0, точнее при 
о <а = 5. Если же -5 < а < 0, то обе части последнего иррацио- 
нального неравенства положительны и их можно возвести в 
квадрат: 


25-а > 4а; а<5; а> {5 
(мы учли, что а < 0). Итак, значение х, мы можем рассматривать 


при выполнении условия —/5 < а < 5. 

Подведём итоги исследования числа решений заданной системы 
уравнений в случае, когда —5 < а < 5. Оказалось, что х; устраивает 
нас при {5 <а < 5, а х, — при —/5 < а < 5. Значит, уравнение (2) не 
имеет корней при -5 < а < ~/5, имеет один корень при —\/5 < а < /5 
и два корня при /5 < а < 5. Соответствующее число решений при 
указанных условиях имеет и заданная система уравнений. 

А теперь ответим на вопрос задачи. Система не имеет решений 


приа < -5, приа = -5, при -5 < а < 5, приа > 5. Короче это мож- 
но записать так: а < —\5; а > 5. Далее мы получили, что система 
имеет одно решение, если —/5 < а < /5 или если а = 5, Наконец, при 
5 < а < 5 система имеет два решения. 


ШИТИ Не: решений при о < —/5 или а > 5; одно решение при 


У <а < (5 или а = 5; два решения при у5 <а < 5. 


Некоторый опыт решения задач, сводящихся к системам уравнений, 
У вас есть: в 7-м классе встречались задачи, математическое моде- 
лирование которых приводило к системам линейных уравнений. 
Рассмотрим примеры. 


В райцентре два кинотеатра — «Факел» и «Слава», первый — на 
400, а второй — на 600 мест. В зрительном зале кинотеатра «Слава» 
на 4 ряда больше, чем в кинотеатре «Факел», и, кроме того, в ка- 
ждом ряду на 5 мест больше, чем в кинотеатре «Факел». Сколько 


ТЛАВА 2 СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 


рядов в зрительном зале кинотеатра «Факел», если известно, что в 
каждом ряду кинотеатра «Слава» более 25 мест? 


І ЭТАП. Составление математической модели. 
Пусть х — число рядов в кинотеатре «Факел», у — число 
мест в каждом ряду кинотеатра «Факел». Тогда х + 4 — число рядов 
в кинотеатре «Слава», у + 5 — число мост в каждом ряду кинотеатра 
«Слава». Зная число рядов и число мест в ряду, можно найти общее 
число мест в каждом кинотеатре: 

ху — число мест в кинотеатре «Факель, 

(х + 40 + 5) — число мест в кинотеатре «Слава». 

По условию ху = 400, а (х + Ау + 5) = 600. 

Таким образом, мы приходим к системе двух уравнений с двумя 
переменными: 


ху = 400, 
2+4 +5) = 600. 
П ЭТАП. Работа с составленной моделью. 
Упростим второе уравнение системы: 
ху = 400, 
ху +4у+ 5х = 580, 
Применим метод алгебраического сложения, Вычтем первое уран 
нение системы из второго: 
(ху + 4р + 50) – ху = 580 - 400; 
у + 5х = 180. 
Заменим этим уравнением второе уравнение системы: 
ху = 400, 
4у+5х = 180. 


Выразим у через х из второго уравнения системы: и = 1802 01, 


5 
подетавим это выражение вместо у в первое уравнение системы: 
БЕ 


хут 20, 2:916. 


Так как у = 18055, тоу = 20, у, = 25. 


Ш ЭТАП. Ответ на вопрос задачи. 

Мы лолжны проанализировать две возможности: либо в киноте- 
атре «Факел» 20 рядов по 20 мест в каждом ряду, либо 16 рядов по 
25 мест в каждом ряду. Если выбрать первую возможность, то в ки 
нотеатре «Слава» будет 24 ряда (по условию там на 4 ряда больше) 
по 25 мест в каждом ряду (по условию в каждом ряду «Славы» на 
5 мест больше, чем в «Факеле»). Это нас не устраивает, так как по 
условию в каждом ряду «Славы» более 25 мест. Рассмотрим вторую 
возможность: в «Факеле» 16 рядов по 25 мест в каждом. Тогда в 
«Славе» будет 20 рядов по 30 мест в каждом, Это соответствует усло- 
вию задачи. 

Итак, из двух решений системы выбираем одно: х = 16, у = 25, а 
это означает, что в кинотеатре «Факел» 16 рядов. 


16 рядов. 


На самом деле эта задача ме является для вас новой, мы решали 


Пусть х — число рядов в кипотеатре «Факел», тогда 400 — ҷисло 


мест в каждом ряду кинотеатра «Факел», (х + 4) — чиело рядов в 
кинотеатре «Слава», ЕЯ — число мест в каждом ряду кинотеатра 


«Слава». А поскольку в кинотеатре «Слава» в каждом ряду на 5 мест 
больше, чем в «Факеле», то мы можем составить следующее уравне- 


Сравним два варианта решения задачи. В первом варианте при 
составлении математической модели мы использовали две перемен- 
ные, поэтому работа с такой моделью оказалась более трудной. Одна 
ко сама математическая модель была построена легче и быстрее. Во 
втором варианте получено рациональное уравнение с одной перемен 
ной, С технической точки зрения его решать проще, чем систему 
двух рациональных уравнений с двумя переменными, но зато боль- 
ше усилий приходится тратить на составление математической мо- 
дели. 


Пристани В и С находятся ниже пристани А по течению реки на 
30 км и 45 км соответственно. Моторная лодка отошла от приста 


ТААТ системы УРАВНЕНИЙ 


ии А, дошла до С, сразу повернула назад и пришла в В, затратив на 
весь путь 4 ч 40 мин. В другой раз эта же лодка отошла от пристани 
С, дошла до А, сразу повернула назад и пришла » В, затратив на весь 
путь 7 ч. Чему равны собственная скорость лодки и скорость течения 
реки? 


Т ЭТАП. Составление математической модели. 
Этот этап мы рассмотрели ранее, в $8 (см. пример. 2). 
Математическая модель задачи представляет собой систему двух. 


уравнений с двумя переменными: 
45,5. 
хну х-у 


| +2 „т. 
ГАЕК 


П ЭТАП. Работа с составленной моделью. 
Для решения системы уравнений воспользуемся методом введе 
ния новых переменных. Положим 
Ва, 15.6 
1+, рег) 


"Тогда система примет вид 


м 
За +6 =, 
2а + 36 = Т. 
Решив эту систему двух линейных уравнений с двумя перемен- 


ными а н Б, получим а = 1,0 5. 

Итак, 

5. ља 

ауте х+у 15 

5-5, -у= 

у ртех-и9. 

Остаётся решить совсем простую систему уравнений 
х+у- 15, 
х-у=9. 


Получаем х = 12, у = 3. 

Ш ЭТАП. Ответ на вопрос задачи. 

Требуется определить скорость лодки в стоячей воде и скорость 
течения реки. Первую скорость мы обозначили буквой х, получи“ 


ли х = 12; зпачит, собственная скорость лодки составляет 12 км/ч. 
Саорость печаная Бы обоавасизи брхвей р, мула 3. Значит, 
скорость течения реки составляет 3 км/ч. 


12 км/ч: 3 км/ч. 


На предприятие поступили 2 одинаковых заказа. Первый заказ ма- 
стер и ученик, работая совместно, выполнили за 6 дней. Второй за- 
каз взялся делать один ученик. Выполнив 20% задания, он заболел. 
Остальная работа пришлась на долю мастера. В итоге выполнение 
второго заказа заняло 11 дней. За сколько дней мог бы выполнить 
мастер и за сколько дней ученик, действуя в одиночку, если извест- 
но, что количество дней, необходимое каждому из них, выражается 
целым числом? 


ТЭТАП. Составление математической модели. 
Если речь идёт о выполнении пекоторой работы, пе 
раженной конкретным числом (т. е. не сказано, сколько деталей на- 
до сделать, сколько кубометров земли выкопать и т. д.), то объём 
работы считают равным 1, а части работы выражают в долях еди- 
ницы. 

Пусть х — число дней, необходимых мастеру, чтобы выполнить в 
одиночку всю работу, а у — число дней, необходимых ученику, что: 
бы справиться в одиночку с той же работой. Если объём всей работы 
разделить на число дней, необходимых для её выполнения, то узна- 
ем долю работы, выполияемую за 1 день. 


Итак, 1 — доля работы, которую выполняет мастер за 1 день, 


— доля работы, которую выполняет ученик за 1 день. Доля работы 


мастера за 6 дней выражается формулой &. Доля работы ученика за 
В дней выражается формулой у. По условию, работая вместо, мастер 


и ученик выполняют всю работу за 6 дней. Составляем уравнение: 


р 


По условию ученик выполнил, трудясь в одиночку, 20% заказа, 
т. е. 1 часть всей работы. На неё он потратил 1 часть того времени, 


которое нужно ему на выполнение всей работы, т. е. 1 › у дней, По- 


і 
5 
том пришол мастер, сделал оставшуюся работу, т. е. { задания, на 
что затратил 3. х дней. 


По условию выполнение заказа длилось 11 дней: 


узн 456. 


П ЭТАП. Работа с составленной моделью, 

Воспользуемся методом подстановки, Выразим у через х из второ- 
го уравнения системы: у = 55 – 4; подставим выражение 55 — 4х 
вместо у в первое уравнение системы: 

8 


55 


Решив это рациональное уравнение, найдём его корни: х; = 10, 


зз 
9. 


Осталось найти соответствующие значения у. Если х = 10, то из 
зз 


Уравнения џ = 55 — 4х находим и = 15; если х = 


уравнения паходим у = 22. 
Итак, составленная система уравнений имеет два решения: 


ао: 15) и (28; 22]. 


Ш ЭТАП. Ответ на вопрос задачи. 
По условию количество дней, необходимых как мастеру, так и 
ученику для выполнения в одиночку всего заказа, выражается це- 


дым числом. Значит, пара (32 22. не соответствует условиям зада- 
чи. Остаётся лишь одна возможность: х = 10, у = 15. 
10 дней; 15 дней. 


ПРИМЕР 4 


Имеющиеся в фермерском хозяйстве комбайны, работая вместе, мо- 
гут убрать урожай є поля за одни сутки. Получилось так, что ком- 
байны включались в работу последовательно: в течение первого часа 
работал один комбайн, в течение второго — два, в течение третье- 
го — три ит. д. до тех пор, пока не заработали все комбайны. В ито- 
ге за определённое время урожай был собран. Это время удалось бы 
уменьшить на 6 ч, если бы с самого начала работали все комбайны за 
‘исключением пяти. Какую часть поля (в процентах) уберут 5 ком- 
байнов за 6 ч? 


ТЭТАП. Составление математической модели. 

Как и в предыдущей задаче, примем величину всей работы 
уборку урожая со всего поля) за 1. Введем три переменные: 
число комбайнов в хозяйстве; х — производительность одного 
комбайна, т. е. доля работы, выпол одним комбайном за 1 ч: 
1 ч — фактическое время совместной работы всех комбайнов при 
уборке урожая. 

Теперь будем читать условие задачи с самого начала и постепенно 
переводить его на математический язык, используя введённые пере- 
менные. 

«Имеющиеся в фермерском хозяйстве комбайны, работая иместе, 
могут убрать урожай с поля за одни сутки». Это значит, что п ком- 
байнов с производительностью х выполнят всю работу, равную 1, за 
24 ч. Получаем первое уравнение: 
24пх = 1. 


Далее: «Получилось так, что комбайны включались в работу по- 
следовательно: в течение первого часа работал один комбайн, в тече- 
ине второго — два, в течение третьего — три и т. д. до тех пор, пока 


работали два комбайна, была выполнена доля работы, равная 2х, за 
третий час — Зх, за четвёртый — 4х ит. д.; за (п – 1)-й час выполне- 
на доля работы, равная (п – 1)х. Наконец подключился последний 


Еі 


комбайн, и все вместе они работали еще # ч (а значит, всего на уборку 

урожая затрачено (п - 1 + 0) ч), выполнив при этом долю работы, 

равную (лхђг. Таким образом, получаем второе уравнение: 
хи + Зх +... + (т х пік 1. 


бы с самого начала работали все комбайны за исключением пяти». 
Время, затраченное на уборку урожая, ранно, как отмечено выше, 
(п - 1+ 0) ч. Значит, если бы с самого начала работали (л ~ 5) ком- 
байнов, то работа длилась бы (п – 1+1 - 6) ч, т. е, (п + Т) ч. По- 
лучдем третье уравнение: 
(+1 - Тип – х = 1. 
В итоге имеем систему трёх уравиений с тремя переменными: 
24лх = 1, 
2х ++... 91-х = 
{пе Туп - 5х 1. 


При этом п — натуральное число, а х м Е — положительные 


числа. 

П ЭТАП. Работа с составленной моделью. 

Чтобы преобразовать второе уравнение системы, нужно вычис- 
лить сумму 1 +2+3+ ... + (л - 1). Запишем интересующую нас сум- 
му дважды: 

5 1+ ах з-д +и-1; 

8 =т-П+("- 2) +м-3)+..+ 3+ 2+ 1, 

Сложим эти две суммы «столбиками»: всего «столбиков» (п - и 


сумма слагаемых в каждом столбике равна п. В итоге получим 
25 = (п - Пл, значит, 


Б-и), 


Эта формула позволяет переписать второе уравнение системы в 
1. 


более простом виде: 0.0 х + тх = 1, или их (22166) 


Далее из первого уравиения системы находим, что х = зу. 


Подставим это выражение вместо х во второе и третье уравнения 
системы (при этом второе уравнение запишем в преобразованном 
виде): 


Теперь выразим переменную г из второго уравнения и подстаним. 
полученное выражение вместо 7 в третье уравнение системы: 


и + 1-7) 


5) = 24. 


Из последнего уравнения находим лу = 25, л = 7. Но при состав" 
ленин математической модели мы отметили, что п — натуральное 
число, а этому условию удовлетворяет только первый корень, т, е, 


п = 25. Зная л, находим, что # = 12, х = 5 


Ш ЭТАП. Ответ на вопрос задачи. 
Производительность труда одного комбайна, которую мы обозна- 


чали буквой х, равна 5х. Значит, 5 комбайнов за 6 часов выполнят 


1 1 
работу, равную 5 - 6. зору т. е. 70 Что составляет 5%. 


5%. 


Дорога из А в В состоит из трёх участков, причем первый в 6 раз 
длиннее третьего. Велосипедист едет из А в В с разной скоростью на 
разных участках (но постоянной для каждого участка дороги). Най- 
ти среднюю скорость движения велосипедиста на протяжении всего 
пути, если известно, что она равна скорости движения на втором 
участке, па 2 км/ч мепьпе скорости движения на первом участке и 
на 10 км/ч больше половины скорости движения на третьем участке. 


ТЭТАП. Составление математической модели. 
Введём три переменные: х км/ч — средняя скорость дви- 
жения велосипедиста на пути от А до В; у км — длина третьего 


Рис. 92 


участка пути, тогда бу км — длина первого участка; 2 км — длина 
второго участка. 

Далее определим скорость движения велосипедиста на каждом из 
трёх участков: (х + 2) км/ч — скорость движения на первом участке: 
х км/ч — скорость движения на втором участке; (2х — 20) км/ч — 
скорость движения на третьем участке (по условию средняя скорость 
на 10 км/ч больше половины скорости движения на третьем участке, 
значит, (х – 10) км/ч — половина скорости на третьем участке, а са: 
ма эта скорость равна (2х – 20) км/ч). 

На рис. 92 представлена схема движения велосипедиста. 


бук 2км укм 
+ 2) км/ч Ет 78 
(2-20) 


Теперь нетрудно найти время движения велосипедиста на ка- 
ждом участке, поскольку для каждого участка известны и его длина, 


ж слороть дожа; М — ура може на первом участи 


24 — премя движения на втором участке: т.054 — премя движ. 
ния на третьем участке. 


Время, затраченное па весь путь, можио вычислить ие только 
как сумму трёх указанных величии, мо и как частное от деления 
длины всего пути на среднюю скорость движения, т, е. 222, 

В итоге приходим к уравнению 

+25605 а, 
т 

ОТАН оаа єсзанананех айан, 

Мы попали в непривычную ситуацию — математическая модель 
задачи представляет собой одно уравнение с тремя переменными, 
Тем ие менее поработаем с этим уравнением: 

а 
=: 
енли ж. 
ты 

Балела обо чести урамнан о: бо парике Зоны 

скольку по смыслу задачи у а 0: 


1 
в -ю”х 

Получилось обычное уравнение с одной переменной х, оно имеет 
два корня: х, = 14, хэ = -20, 


Ш ЭТАП. Ответ на вопрос задачи. 

В задаче спрашивается, чему равна средняя скорость движения 
велосипедиста на всём пути от А до В. Эту скорость мы обозначили 
буквой х. Для х нашли два значения, из которых по смыслу задачи 
подходит только первое. 


14 км/ч. 


Иногда задачи, подобные рассмотренной выше, называют ие- 
стандартными. Нестаидартность решённой задачи состоит в том, 
что число составленных уравнений оказалось меньше числа введён" 
ных переменных. Бывает, что в таких случаях в задаче требуется 
найти не значения переменных, а какое-либо их отношение, В рас" 
смотренном же примере лишние переменные оказались фиктивны- 
ми, они уничтожились в процессе преобразования уравнения. 


Основные результаты 


• В этой главе вы познакомились с новыми математическими 
моделями — системой двух уравнений с двумя переменны- 
ми и системой двух неравенств с двумя переменными. 

• Вы познакомились с новыми математическими понятиями: 
— уравнение (неравенство) с двумя переменными; 

— решение уравиения (меравенства) с двумя перемен- 
ными; 

— система двух уравнений (неравенств) с двумя перемен" 
ными; 

— решение системы двух уравнений с двумя поремен- 
ными; 

— равиосильность уравнений с двумя переменными, рав- 
посильность систем уравнений; 

— лиофантово уравнение, однородный многочлен, однород- 
ное уравнение, симметрическое выражение, симметри- 
ческое уравнение, однородная система уравнений, сим- 
метрическая система уравнений. 

* Мы обсудили и научились применять различные методы 

ешения систем двух уравнений с двумя переменными: 

— графический метод; 

— метод подстановки; 

— метод алгебраического сложения; 

— метод введения новых переменных: 

— метод умножения; 

— метод деления. 


"ГЛАВА 2 СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 


* Мы обратили внимание ма то, что метод введения новых 
переменных при решении систем двух уравнений с двумя 


* Мы доказали, что (х а" + (и 0)? = 79 — уравнение 
пости, построе на хОу, сцен" 
тром в точке (а; Б) м радиусом г. В частности, хё + у = и? — 


уравнение окружности, 
скости хОу, с центром в начале координат и радиусом г. 


ЧИСЛОВЫЕ 
ФУНКЦИИ 


$15. Определение числовой функции. 
Область определения, область 
значений функции 

$16. Способы задания функции 

$17. Свойства функций 

$18. Чётные и нечётные функции 

$19. Функции у = х" (т є 2), их свойства 
и графики 

$20. Функция у = {х, её свойства и график 


За время изучения курса алгебры вы уже привыкли к термину 
«функция». Это и понятно: ведь большинство математических моде 
лей строится с помощью функций. Но вот само понятие «функция» 
мы не определили, хотя всем известно правило: прежде чем исполь- 
зовать какой-то термин, дай ему точное определение. И в основном 
мы чётко следовали этому правилу. Так, в 7-м классе мы ввели тер- 
мин «степень с натуральным показателем» и точно его определили: 
«под а", где п = 2, 3, 4, ... ‚ понимается произведение п множителей 
каждый из которых равен а; под а! понимается само число а». В 8-м 
классе мы ввели термин •квадратный корень из неотрицательного 
числа», дав ему точное определение: «уа — это такое неотрицатель- 
ное число, квадрат которого равен а». Можно привести много подоб- 
ных примеров. 

Так почему же мы в 7-м классе, как только стали использовать 
понятие функции, не сформулировали определение, почему не сдела- 
ди этого и в 8-м класее? 


ТЛАВА 3. ЧИСЛОВЫЕ ФУНКЦИИ 


Дело в том, что ситуация с определением понятия «функция» в 
школе повторяет историю развития этого понятия вообще. Человече- 
ство активно и длительное время использовало функции как рабо- 
чий инструмент, не задумываясь об определении понятия функции. 
Лишь накопив необходимый опыт, математики начали думать о фор". 
мальном определении: 

Проанализируем наш опыт работы с понятием «функция». В 7-м 
классе мы ввели термин «линейная функция», понимая под этим 
уравнение с двумя переменными вида у = Ах + т и рассматривая 
переменные х и у как неравноправные: х — независимая перемен“ 
ная, у — зависимая переменная. Затем столкнулись с тем, что при 
описании реальных процессов встречаются зависимости и другого 
вида, В 7-м классе, кроме упомянутой линейной функции, мы изу- 


чили функцию у = х?, в 8-м классе — функции у = Ахй, у = 2, 


у= ах? +х+ с, у= үк, у= |х. 

Проанализируем весь багаж знаний, связанных © понятием 
«функция». Итак, функция — это математическая модель, описы- 
пающая какой-то реальный процесс. При описании такого процесса 
используют две переменные величины (в более сложных процес" 
сах участвует больше двух величин, но мы такие процессы пока 
не рассматривали). Одна из них меняется как бы сама по себе, неза- 
(симо ни от чего (такую независимую переменную чаще всего обо- 
значают буквой х), а другая переменная принимает значения, ка- 
ждое из которых зависит от выбранного значения переменной х (та- 
кую зависимую переменную чаще всего обозначают буквой у). На 
математическом языке указанную зависимость у от х записывают 
та = Кх). 

Математическая модель у = х) обычно дополняется указанием 
на то, в каком числовом множестве находятся значения независимой 
переменной х. Например, мы говорили о функции у = \/х, подразу- 
мевая, что х > 0 (график функции изображён на рис. 93), но мы мо- 
жем рассмотреть и функцию у = \/х, где х є [0; 4] (график функции 
изображён на рис. 94). Это разные функции. 

Бывает, что реальная ситуация описывается различными форму- 
лами на разных промежутках изменения независимой переменной, 
Такова, например, функция у = #45), где 


х?, если х < 0, 


если х > 0. 


График функции изображён на рис. 95. Напомним, как строить 
такие графики. Сначала надо построить параболу у = х2 и выделить её 


:0) 


ё 


Рис. 94 


часть при х < 0 (левая ветвь параболы), затем 
построить прямую у = 2х и выделить её часть 
при х > 0. И наконец, надо обе выделенные 
части объединить на одном рисунке, т. е, по- 
строить в одной координатной плоскости. 

Так что же такое функция? Проведённый 
выше анализ позволяет выделить два суще- 
ственных момента. 

1. Запись у = +) указывает па правило 
(обычно говорят: «правило /»), с помощы 
которого, зная конкретное значение незани 
симой переменной х, можно найти соотпет- 
ствующее значение переменной у. 

2. При задании функции указывается 
числовое множество Х (чаще всего какой-то 
числовой промежуток), откуда берут значения независимой перемен“ 
ной х, 

Теперь мы можем сформулировать одно из главных определений 
школьного курса алгебры (да, пожалуй, и всей математики). 


Если даны числовое множество Х и правило /, позволяющее поста- 
вить в соответствие каждому элементу х из множества Х определён- 
ное число у, то говорят, что задана функция у = /(х) с областью 
определения Х; пишут 

у= Их), хЕХ. 


При этом переменную х называют независимой переменной или ар- 
тументом, а переменную у — зависимой переменной. 


ЗЫБЕБИНИИ в реальной азни иногда говорат: «Каковы мон функции?» — или: «Ка- 
звы мои функциональны обзавиостий», — спрашивая том самым: «Каков 
круг моих действий, моих обязанностей?» — или: «Что я должен делать, 
хак действовать?» Фактически в ральной ‘ижзки слово фуиция» оавачаие 
здебствми» иди правиле действий. Обратите внимание, что тот же смысл 
имеет и математический термин «функция», который мы разъяснили в опре- 


делении 1. 
Если Их) — алгебраическое выражение и множество Х совпадает 
є областью определения этого выражения, то вместо записи џ = (х), 


ХЕХ, используют более короткую запись у = /(х) (хотя. 

она не совсем соответствует определению 1), 

Для области определения функции у = /(х) иногда 
удобно использовать обозначение 1. Например: 

дли функции у = ух (см. рис, 93) имеем (Г) = [0; +20); 

я функции и = т, х є [0; 4] (см. рис. 94), имеем 


функция 

облась 

определения 

функции 

переменная дл 
е хр =10: 4 
зависимая 

переменная 

естественная 

область 

определения 

функции 


для функции у = (х) (см. рис. 95) имеем (4) = 
= (00; +20). 

Ещё раз подчеркиём, что нельзя говорить о функции 
у = <) без задапия её области определения, которая или 
указывается явно, или подразумевается — в случае, если 
область определения функции у = /(х) совпадает с обла 
стью определения выражения /(х) (такую область опреде- 
ления иногда называют естественной). 


ПРИМЕР 1 


Найти область определения функции: 
ву = ух? - 6х + 


я 
678° 
1 


өтте 


а) Так как область определения функции явно ие указина, 
подразумевается, что она совпадает с областью определе- 
ния выражения у = Ух? - бх + 8. Таким образом, речь идёт о поиске 
естественной области определения функции. 

Под знаком квадратного кория может находиться только неотри- 
цательное число, значит, задача сводится к решению квадратного 
неравенства х? — бх + 8 2 0. 


бу= 


Решение 


ни КЕ ИИ 


Найдя корни квадратного трёхчлена х? — бх + 8 (ху = 2; х= 4) и 
схематически (не указывая на рисунке ось у) построив параболу 
ут хі - бх + 8 (рис. 96), 


тересующие пас промежутки: х < 2; 
х>24. 
Ре Итак, БИА) = 625; 2] 0 (4; +59); 0 — 


знак объединения множеств (ем. $ 2). 


6) Функция у = то определена в любой точке числовой 


прямой, за исключением точек 2 и 4 — при этих значениях х знаме- 
натель дроби обращается в 0. Ответ можно записать так: 


Фу = (50; 290 (2; 4900 (4; +05). 
Впрочем, на практике можно использовать сокращённую запись: 


хахаа. 


н) Здесь задача сводится к решению неравенства 
хі - бх +8 > 0, 


Воспользовавшись геометрической моделью, предстч 
рис. 96, но исключив из рассмотрения точки х = 2и х= 


10) = (90; 2) 0 (4; +90), 


Миожество всех значений функции у = /(х), х є Х. называют обла- 
стью значений функции и обозначают Е(Л- 


Если известен график функции, то область значений функции 

найти сравнительно нетрудно. Для этого достаточно спроецировать 

трафик на ось ординат. То числовое множество, геометри" 

фон ческая модель которого получится на оси ординат в ре- 
функции. зультате указанного проецирования, и будет представ- 


лять собой Б(/). Например: 
для функции Е имеем Е(/ = [0; +) бен. рас, 025 


для функции 


22, если -26 х < 0, 
Дана функция у = Их), где Й) = | Ух +1, если 0 < х < 3, 


З +1, если х > 3. 
= 


Вычиелить /(-2), 0), /(1.25), /(6), 0-3). 
Найти 1/) и Е). 
Выяснить, сколько корней имеет уравнение /(х) = а при различ- 
ных значениях параметра а. 

Решить неравенства: (1) < 0,5; Да) > 0,5. 


а) Значение х = -2 удовлетворяет условию -2 < х < 0, еле- 
довательно, /(-2) надо вычислять по формуле /(х) = -=*; 
1-2) = 4-29 = -4. 

Значение х = 0 удовлетворяет условию 
-2 < х < 0, следовательно, /(0) надо вычиелять 
по формуле /х) = д; 10) = -02 = 0, 

Зпачепие х = 1,25 удовлетворлет условию 
0 = х < 3, следовательно, 1,25) надо вычислять 
по формуле /(х) = УЕ 1; 1,25) = „1,25 +1 = 
ы 


аченне х = 6 удовлетворяет условию х > 3, 
следовательно, /(6) надо вычислять по формуле 
кә -2 + В 16) =8+ 1=1,5. 

Значение х = -8 не принадлежит обла- 
сти определения функции, а потому требом 
случае некор- 


и состоит ма 


м луч 

Чтобы найти область значений функции, 
построим её график. Он состоит из трёх «кусоч" 
ков»: части параболы у = -х*, взятой на отрезке 
[-2; 0] (рис. 97), части кривой и = /х +1, взя- 
той на полунитервале (0; 3] (рие. 98), м части 
типерболы у = $ + 1, взятой на открытом луче 
(3: +00) (рис. 99). Объединив эти кусочки на од 

ном чертеже, получим график функции у = Хх) 
(рис. 100). Сироецировав этот график на ось у, 


получим область значений функции, которая состоит из отрезка 
1-4; 0] и полуинтервала (1; 2]. 
Итак, 
Р = 1-2: +=), 
ЕР = 1-4: 0] (1; 2). 

в) Вылсним, сколько корней имеет 
уравнение /() = а при различных значени- 
ях параметра а. Для этого нужно опреде- 
лить, сколько точек пересечения имеет п0- 
строенный график функции (см. рис. 100) 
= прамой у = а при различных значениях 


он ние 
графиком только в одной точке, значит, 
уравнение имеет один корень. Аналогич" 
ная ситуация имеет место при а = 2. При а 
< -4, <а< 1, а также при а > 2 прямая 
и график не пересекаются, значит, уравие- 
ние ие имеет корней. Наконец, график и 
прямая пересекаются в двух точках при 
1 < а < 2. В этом случае уравнение имеет 
два корня. 

Итак, уравнение /(х) = а не имеет кор- 
ней при а < 4 0 <а< 1, а > 2; имеет 
один корень при -4 < а < Ои приа = 2; 
имеет два корня при 1 < а < 2. 

г) Решим неравенство /(х) < 0,5. Гра- 
фик функции располагается ниже прямой у = 0,5 при -2 < х < 0 
(рис. 101) — это и есть решение неравенства. 

Решим неравенство /(х) > 0,5. График функции располагается 
выше прямой у = 0,5 при х > 0 (см. рис. 101) — это и есть решение 
неравенства. 


Под тах(А; В) будем понимать наибольшее из чисел А, В. Построить 
трафик функции у = шах(/х; 6 — х), 


На рис. 102 построены графики функций у = /х, у=6-х. 
Они пересекаются в точке (4; 2). Если 0 < х < 4, то 


к —— 


6-х> ух; если х > 4, то үх > 6 – х. Значит, если 0 < х < 4, то 
тах(/х; 6 - х) = 6 - х; если же х > 4, то тах(\х; 6 – х) = Ух. 
Таким образом, речь идёт о построении графика кусочной функ- 
6-х, если О<х<4, 


Ух, если х>4. 


ции у= График Функции изображён на 


ПРИМЕР 4 


График функции и = ах? + вх + с проходит через точки (2; 5), (-1; 4), 
(2; 8). Найти коэффициенты а, Б, с. 
Решение Так как точка (2; 5) принадлежит графику функции, вы» 
полниется равенство 5 = 4а + 25 + с. Аналогично должны 
выполняться ещё два равенства: -4 = а - + си -3 = 4а - 22 + с, Та- 
ким образом, задача сводится к решению системы трёх уравнений с 
тремя переменными: 
За + 26 +е= 5, 
а-ь+с = -4, 
4а-26+е = -3. 


Вычтя второе уравнение из первого, получим За + ЗЬ = 9, т. 
а + = 3. Вычтя второе уравнение из третьего, получим За В = 1. 
Сложив уравнения д + 5 = Зи За – = 1, получим 4а = 4, т.е. а = 1, 
Поскольку а + в = 3, получаем Б = 2. Подставив найденные значения 
ив уравнение а – Б + = -4, получим с = -3. 


а-1, 5-2, с = -3. 


ПРИМЕР 5 


График функции у = 2; проходит через точку (7; \Л + 3), Найти 
значення коэффициентов а и В, если известно, что это рациональные 
числа. 

Из условия следует, что выполняется равенство {7 + 3 = 


«жт Имеем: (47 + 3)(47 +) =а; (0+3) Л =а- 35-1. 


Решение 


Возможны два случая: Б +3 =0, 6 +3 #0. 


В первом случае должно выполняться и равенство а — 86 – 7 = 0, 
з= 
аль екран "ВЫ < 


Решив эту систему, получим: а = -2, Ь 
Во втором случае получаем ү? = 


. По условию а ив — 


рациональные числа, но тогда и 222.1 — рациональное число. 
В то же время /7 — иррациональное число. Это значит, что ранон- 
ство {7 = № 1 не выполняется ни при каких рациональных эна- 


чениях а и 5. 
а=-2, 5 =-3. 


Ответ 


Вопросы для самопроверки 


1. Де поредна члаловей Фики одной переменной. 

2. Дана функция у = х?, х є [1; 3]. Какова её область опреде- 
ления? Какова её область значений? 

3. Что такое естественная область определения функции? 
Укажите естественную область определения функции: 


аруак бу Е; ЕП 


. Что такое график функции одной переменной? 
. Как по графику функции найти область её значений? При- 
ведите пример. 


=> 


В предыдущем параграфе мы приводили различные примеры фу 


ций, описанных формулами. Но таким способом задание функции не 
исчерпывается. Ведь задать функцию у = /х) — это значит указать 
правило, которое позволяет по произвольно выбранному значению х из 
14) вычислить соответствующее значение у. Чаще всего это правило 


связано с формулой или © несколькими фор" 
мулами; такой способ задания функции 
обычно называют аналитическим. Между 
тем есть другие способы задания функции, о. 
них и пойдёт речь в настоящем параграфе. 
Пусть Р — некоторая линия на хоорди- 
натной плоскости и пусть, спроецировав 
эту линию на ось х, мы получим отрезок 
[а: Б] (рис. 104). Возьмём произвольную 
точку х из отрезка [а 5] и проведём череа 
неё прямую, параллельную оси ординат, 
Потребуем дополнительно, чтобы каждая 
такая прямая пересекала линию Р только 


в одной точке — на рис. 104 соответствующая точка обозначена бук" 


‘способ задания 


способ задания 


вой М. Ордината точки М — это число Дх), соответствующее вы- 
бранпому значению х. Тем самым ва отрезке | 


5] задана функция 
у = Кх). Такой способ задания функции называют графи 
меским, а линию Р — графиком функции. 

Если функция была задана аналитически и нам уда- 
лось построить её график, то тем самым мы фактически 
осуществили переход от аналитического способа задания 
функции к графическому. Обратный же переход удаётся 
осуществить далеко пе всегда, Как правило, это довольно 
трудная задача. 


В следующих двух примерах мы осуществим переход от аналити- 
ческого способа задания функции к графическому и обратно. 


Построить график функции: 


ду 25-4; 
буу = |2: -4}; 


а) Прямая, служащая графиком заданной линейной функ» 
цин, изображена на рис. 105. 

6) В курсе алгебры 8-го класса мы говорили о том, что, для того 
чтобы построить график функции у = |/(х)|, нужно: 1) построить гра- 
фик фупкции у = /(2); 2) оставить без изменения те части графика, 
которые расположены не ниже оси х; 3) те части графика, которые 

ожены ниже оси х, заменить на симметричные им относитель- 


распол 
но оси х. Руководствуясь этим алгоритмом, строим график. 
у = |2х – 4| (рис. 106). 


Рис, 106 


в) В курсе алгебры 8-го класса мы говорили о том, что, для того 
чтобы построить график функции у = /(|х)), нужно: 1) построить гра- 
м теруу 085дан 
ный образ относительно оси у. Руководствуясь этим алгоритмом, 
‘строим график функции у = 21| ~ 4 (рис. 107). 

г) Если применим к графику функции у = 21| - 4 алгоритм из 
пуните 0), жы как рав жи получим график бунхан р = |2121 4] 
рис. 


На рис. 109 изображена парабола, на рис. 110 — гипербола, на 
рис. 111 — полуокружность. Перейти во всех этих случаях к анали" 
насаа Фуат 


вспомогательную систему координат (пунктирные линии на рис. 109). 
Замечаем, что в этой системе абециссе 1 соответствует ордината 2 
(выделенная точка на рис. 109). Значит, а = 2. Итак, аналитическое 
задание функции получено: у = 2(х ~ 1} - 3. 


Рие 110 


Асимптотами гиперболы (рис. 110) служат прямые х = -2, у = 4. 
Значит, уравнение гиперболы можио записать так: у = 
Осталось найти значение коэффициента а. Будем ориентироваться на 
вспомогательную систему координат (пунктирные линии на 
рис, 110). Замечаем, что в этой системе абсцисее 1 соответствует ор- 
дината —1 (выделенная точка па рис. 110). Значит, а = -1. Итак, ана- 


Центром полуокружности (рис. 111) 
является точка (8; 0), радиус равен 2. 
Значит. ей 


. уравнение соответствуютц 
окружности таково: (х - ЗН + у? = 4. Из 
этого уравнения находим, что у = 


нижняя полуокружность, 


получаем у = И -@ — ЗУ. 


Рие. 12 


Рие. 13. 


Не всякая линия на координатной плоскости может рассматри- 
ваться как график некоторой функции. Например, окружность, за- 

данная уравнением х? + у? = 9 (рис. 112), 
не является графиком функции, посколь- 
ку любая прямая х = а, где |а| < 3, пересе- 
кает эту линию в двух точках (а для зада- 
ния функции таких точек должно быть не 
более одной, т. е. прямая х = а либо пере- 
секает линию Р в одной точке, либо вооб- 
ще не пересекает её). В то же время если 
эту окружность разрезать на две части — 
верхнюю полуокружность (рис. 113) и 
нижнюю полуокружность (рис. 114), — то 
каждую из них можно считать графиком 
некоторой функции, причём в обоих случа- 
их несложно от графического способа задания функции перейти к 
аналитическому. Из уравнения х? + у? = 9 находим у? = 9 — х? и далее 
и = 4/9 – 2, Графиком функции у = /9 — х2 является верхняя поло- 
вина окружности х? + у? = 9 (см. рис. 113), а графиком функции 
у = 9-х? является нижняя половина окружности х? + у! = 9 
(ем. рис. 114). 


Рие. 114 


Этот пример позволяет обратить внимание на одно существен- 
ное обстоятельство. Посмотрите на график функции у = \9 - х? 
(см. рис. 113). Сразу видно, что РЛ = [-3; 3). А если бы речь шла об 
отыскании области определения заданной аналитически функции 
у = 49 - хї, пришлось бы, как мы это делали в $ 15, решать неравен- 

ство 9 – х? > 0. Потому-то обычно и стараются работать 


6, а одновременно и с аналитическим, и с графическим спосо- 
‘способ задания 


бами задания функций, они друг друга дополняют. 
Кроме аналитического и графического на практике 
применяют и табличный способ задания функции — с 
помощью таблицы, в которой указаны значения функции 
(иногда точные, иногда приближенные) для конечного множества 
значений аргумента. Примерами табличного задания функции могут 


ТЛАВА 3. ЧИСЛОВЫЕ ФУНКЦИИ 


служить таблицы квадратов чисел, кубов чисел, квадратных корней 
ит.д. 

Во многих случаях табличное задание функции является удоб- 
ным. Оно позволяет найти значение функции для имеющихся в та 
блице значений аргумента без всяких вычислений. 


Аналитический, графический, табличный — наиболее популярные 
способы задания функции, для наших нужд этих способов вполне 
достаточно. На самом деле в математике имеется доволь 


(словесный но много различных способов задания функции, но мы 
способ задания познакомим вас ещё только с одним способом, который 
функции используется в весьма своеобразных ситуациях. Речь 


идет о словесном способе, когда правило задания функ 
ции описывается словами. Приведем примеры. 

1. Функция у = /(х) задана на множестве всех неотрицательных 
чисел с помощью следующего правила: каждому числу х ставится в 
соответствие первая цифра после запятой к десятичной записи чис" 
ла х. Если, скажем, х = 2,534, то (х) = 5 (первый знак после запя- 
той — цифра 5); вели х = 13,002, то /(х) = 0; если х = 2, то, записан 
3 в виде бесконечной периодической десятичной дроби 0,6666. 
ходим Кх) = 6. А чему ранно значение /(15)? Оно равно 0, так как 
15 = 15,000... и мы видим, что первая цифра после запятой есть 0 
(вообще-то верно и равенство 15 = 14,99... по без особой иеобходи- 
мости принято не рассматривать бесконечные периодические деся- 
тичные дроби с периодом 9). 

Любое неотрицательное число х можно записать и виде десятич” 
ной дроби (конечной или бесконечной), а потому каждому змаче- 
нию х можно поставить в соответствие значение первой цифры после 
запятой, так что мы можем говорить о функции, хотя и несколько 
необычной. У этой функции 

ХЛ = [0; +=), Е( = (0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 9). 

2. Функция у = Ах) задана на множестве всех действительных 
чисел с помощью следующего правила: каждому числу х ставится в 
соответствие наибольшее из всех целых чисел, которые не превоехо- 
дят х. Иными словами, функция у = /(х) определяется следующими 
условиями: 

а) (=) — целое число; 

6) Лх) < х (поскольку /(х) не превосходит х); 

в) Лх) +1 > х (если Дх) — это наибольшее целое чиело, не пре- 

восходящее х, то /(х) + 1 уже больше, чем х). 


на. 


Если, скажем, х = 2,584, то Йа) = 2, 
поскольку, во-первых, 2 — целое 
число, во-вторых, 2 < 2,534 (точнее 
2 < 2.534) и, в-третьих, следующее це- 
лое число З уже больше, чем 2,534. 

Если х = 47, то х) = 47, посколь- 
ку, во-первых, 47 — целое число, во 
вторых, 47 < 47 и, в-третьих, следую 
щее за числом 47 целое число 48 уже 
больше, чех 47. 

А чему равно значение /-0,(23))2 
Оно рамно 10 
этой функции Р) = (290; +55), а 

2) л). = 2 (множество целых чисел). 


Функцию, о которой идёт речь, называют целой ча- 

стью хисла, для неё используют обозначение [+]. Напри 

фа нм мер, [2,534] = 2; [47] = 47; [-0,(23)] = -1. На рие. 115 изо- 
бражен график функции у = [1]- 


Построить график функции у = х - [х]. 


Построим в одной системе координат графики функций 
у=хиу= [х] (рис. 116). Вычитая ординаты второго графи" 
ка из соответствующих ординат первого графика, получим требуе- 
мый график — он представлен на рис. 117. 


С ООС ооо 


Функцию, о которой шла речь в примере 3, называют дробной ча- 
[2 стью числа; для неё используют обозначение (х). Например, 


{2,34} = 0,534, поскольку 2,534 – 2 = 0,534, (47) = 0 (так как 
47 – 47 = 0), (0,23) = 0,77 (так как -0,23 — (-1) = 0,77), 
функция. (-0,023)) = 0,076) (так как -0,(23) - (-1) =1- 0,232323... = 
«дробная часть = 0,999999... - 0.232323... = 0,767676... = 0,076). 
числа» Итак, мы познакомились с двумя новыми функция- 
ми, для задания которых используется словесный спо- 
соб, — это функции и = [х] (целая часть числа х) и функция у = {х} 
(дробная часть числа х). 


Функции во многих случаях служат математическими моделями ре- 
альных процессов. Например, любой равномерный процесс, в кото- 
ром участвуют две переменные величины х и у, описывается форму- 
лой у = кх + т, где №, т — действительные числа; это линейная 


функция. Закон свободного падения описывается функцией з = БЫ 


эдесь время г — независимая переменная, а зависимая переменная 
я — пройденный путь. Миогие подобные примеры известны вам из 
курса физики. 

Приведём ещё три примера. 

1. Предположим, что колония живых организмов находится в 
благоприятных условиях: пространство, занимаемое колонией, и пи- 
щевые ресурсы неограниченны, а хищников, питающихся организ” 
мами данной колонии, нет, благодяря чему рождаемость выше, чем 
смертность. В таких условиях обычно считают, что скорость измене- 
пия численности колонии пропорциональна численности (чем боль- 
ше организмов, тем выше скорость; # — коэффициент пропорцио- 
нальности). Математики установили, что число организмов колонии 
выражается формулой џ = зем, где и» — численность колонии в мо- 
мент времени {= 0, а е = 2,7 (число е играет важную роль в матема- 
тике, об этом вы узнаете в 11-м классе). На рисунке 118, а схемати- 
чески представлен график функции у = им” (пунктиром добавлена 
гипотетическая часть трафика при 1 < 0). 

Примерно по такому же закону изменяется величина иклада в 
банке, этот закон называют законом показательного роста. 

2. При радиоактивном распаде мгновенная скорость распада в 
момент времени { пропорциональна наличному количеству вещества, 


ў 


Закон радиоактивного распада выражается формулой т = "| 


Рис. 118 


Рис. 19 


здесь ту — масса вещества в момент времени | = 0, Т — время, за 
которое масса вещества уменьшится вдвое (так называемый период 
полураспада). На рисунке 118, 0 схематически представлен график 


Функции и = т "(пунктиром добавлена гипотетическая часть гра" 


фика при 2 < 0). 

Оба графика, представленные на рисунке 118 (со сплошной м 
пунктирной частями). называют экслонентами. Подробнее об экспо- 
ненте речь пойдёт в старших классах. 

3. В комнату с температурой 20°С внесли кипящий чайник. При 
определённых условиях можно считать, что скорость изменения тем- 
пературы нагретого тела пропорциональна 
разности между температурой тела и темпе- 
ратурой окружающей среды. Температура 
Т тела в момент времени / выражается фор- 
мулой Т = Т, + (Ть - Тре; здесь Т; — тем" 
пература окружающей среды, а Ту — тем- 
пература тела в момент времени ! = 0. В си- 
тувции е чайником Т; = 20°, в Ту = 100°, 
Значит, Т = 20 + 80е". График этой функ- 
цин схематически представлен на рисун- 
ке 119. Прямая Т = 20 — асимптота гра 
фика. 

Трафик наглядно иллюстрирует вполне понятное обстоятельство: 
є течением времени температура чайника постепенно приближается 
к температуре окружающей среды. Процессы подобного рода назы- 
вают процессами выравнивания. 


Вопросы для самопроверки 


1. Приведите пример аналитического задания функции (с по- 
мощью одной формулы). 


е ни 


2. Приведите пример аналитического задания кусочной функ- 
ции, 

Приведите пример графического задания функции. 

Приведите пример графика на координатной плоскости, 

который нельзя считать графическим заданием некоторой 

функции; объясните почему. 

5. Приведите пример словесно заданной функции (отличный 
от примеров из $ 16). 

6. Придумайте кусочно заданную непрерывную функцию, об- 
пастью определения которой является отрезок [-2; 4] м 
трафик которой состоит из части параболы и отрезка пря- 
мой. Задайте эту функцию аналитически. 

7. Придумайте кусочно заданную непрерывную функцию с 
одной точкой разрыва, областью определения которой яв- 
ляется полуинтервал (0; 9] и график которой состоит из ча- 
сти гиперболы у "4. части графика функции у = ух. За- 


дайте эту функцию аналитически. 


>» 


Функцию у = /(х) называют возрастающей на множестве Х <= 0(/), 
если для любых двух точек х; и х; множества Х таких, что ху < хь. 
выполняется неравенство ху) < Кх). 


Функцию у = Их) называют убывающей на множестве Х С РЙ), ес- 
ли для любых двух точек ху и х, множества Х таких, что ху < хь, 
выполняется неравенство /(х1) > Хх). 


На практике удобнее пользоваться следующими формулировками: 
функция возрастает, если большему значению аргумента соответ- 


ствует большее значение функции: функция убывает, если большему 
значению аргумента соответствует меньшее значение функ" 


ции. 
7) Обычно термины «возрастающая функция», «убыва- 


ющая функция» объединяют общим названием пит 
ная функция, а исследование функции на 
или убывание называют исследованием функции на но. 


Исследовать на монотонноеть 
ауу 5- 25  бутю+2. 


а) Введём обозначение: /(х) = 5 - 2х. Если ху < хь то 
2х, > 2х, > 5 - 2х, т. е. Их) > Их»), 
Итак, из неравенства ху < х; следует неравенство Пхи) > Йбх), 
а это означает, что заданная функция убывает на всей числовой 


6) Введём обозначение: /(х) = х? + 2. Возьмем произвольные зиа- 
чения аргумента ху и хз. Пусть х; < х, тогда по свойствам числовых 
неравенств получим: 


фар арн2 <] +2. 


Последнее неравенство означает, что Йбху) < (ху). 

Итак, из неравенства ху < ху следует неравенство /(х) < ху, а 
это значит, что заданная функция возрастает на всей числовой пря- 
мой, 


Функцию у = Их) называют ограниченной снизу на множестве 


Функцию у = /(х) называют ограниченной сверху на множестве 
Х = 1, если все значения этой функции меньше некоторого чис- 
да; иными словами, если существует число М такое, что для любо- 
то значения х Є Х выполняется неравенство /(х) < М. 


Если множество Х не указано, то подразумевается, что речь идёт 
06 ограниченности функции снизу или сверху на всей области еб 
5) определения. 
Если функция ограничена и снизу, и сверху на всей 
ограниченной. 


ограниченная области определения, то её называют 
онизу функция Ограниченность функции легко читастся по сё графи- 
ограниченная ку: если функция ограничена снизу, то её график цели- 
сверху функция ком расположен выше некоторой горизонтальной прямой 
ограниченная у = т (рис. 120, а); если функция ограничена сверху, то 
таа её график целиком расположен ниже некоторой горизон" 


тальной прямой у = М (рис, 120, 6). 


С одной стороны, вполне очевидно неравенство 
М9: >0, 
это означает, что 


функция ограничена снизу. 
С другой стороны, 9 - х? < 9, а потому 
№9 -= <3. 


Это означает, что функция ограничена сверху. 


# 


я 1 а 


А теперь посмотрите на график этой функции (єм. рие. 113). 
Ограниченность функции и сверху, и снизу прочитывается по графи- 
ку достаточно легко. 


Число т называют наименьшим значением функции у = /(х) на 

множестве Х < 0), если: 

1) во множестве Х существует точка хо такая, что /(хь) = 

2) для любого значения х из множества Х выполняется неравен 
ство /(х) > (хо). 


Число М называют наибольшим значением функции у = /(х) на 

множестве Х < Р), если: 

1) во множестве Х существует точка хо такая, что /(хо) = М; 

2) для любого значения х из множества Х выполняется неравен" 
‘ство Дх) < Ихь). 


Наименьшее значение функции обозначают символом улаа, а 
наибольшее — символом Увы, Если множество Х не указано, то 
подразумевается, что речь идет о поиске наименьшего или наиболь- 

7) шего значения функции во всей области определения. 


Имеют место следующие полезные утверждения. 
1) Если у функции существует Уши» то она ограни. 
чена снизу. 
2) Если у функции существует Ульи» то она ограни: 
чена сверху. 
3) Если функция не ограничена снизу, то у неё не су. 
ществует у, 
4) Если функция не ограничена сверху, то у не не су 
ществует Ули 
Докажем для примера свойства 1) и 3). 
Пусть функция у = /(х) достигает паименыпего значения на мно- 
жестве Х. Это значит, что существует такая точка хь © Х, что для 
любого х є Х выполняется неравенетво /(х) > (хо). Но это (ем. опре- 
деление 3) как раз и означает ограниченность функции снизу. 


ТЛАВА 3. ЧИСЛОВЫЕ ФУНКЦИИ 


Свойство 3) можно доказать методом от противного. Если предпо- 
ложить, что Џ,.„„ существует, то по свойству 1) функция ограничена 
снизу, что противоречит условию. Значит, у... не существует. 


ПРИМЕР 3 


Исследовать функцию на ограниченность, найти наименьшее и наи- 
большее значения функции: 

ауу= 2+2 6/2: 7; 

буу = (7678 + и 87 44; 


ву = Ма ах +13 - уа ах +5; 
5? +10: +14 
Е ТЕТ 


в) 2+2 - 6/2: -Т=(2х-Т) - 6/25 -1+9= (1-39, 
Функция у = (25 -Т - 3) принимает только неотрица- 
тельные эначения, значит, она ограничена снизу. Из уравнения 
Ух -1-8= 0 находим х = 8; в этой точке функция достигает своего 
наименьшего значения у... = 0. Сверху функция не ограничена, по- 
скольку выражение (/2х -Т - 3): может принимать сколь угодно 
большие значения. 

6) Введём обозначение: (х) = У - биз 8 + (257—809 44. 
Найдём область определения функции. Для этого решим систему ие- 
равенств. 

22 -6:+820, 
2:2 - 8х +4420. 


Из первого неравенства находим: х < 2; х > 4. Второе перавенет- 
во выполняется при любых значениях х, поскольку дискриминант 
квадратного трёхчлена 2х? — 8х + 44 отрицателен, а старший коэф" 

положителен. Значит, решения первого неравенства явля- 
ются и решениями системы. 

Итак, 200) = (55; 2] 0 [4; +50). 

Имеем у = о 337 1 + (22 — 2 + 36. На луче (-25; 2] квадра- 
тичные функции у = (х - 3) - 1 иу = 2(х - 27 + 36 не ограничены 
сверху, убывают и принимают неотрицятельные значения. Теми же 
свойствами обладают функции у = (х — 37-1, у = (20: — 2): +36 и 
их сумма, т. е. функция у = 1х). Из убывания функции следует, что 
своего наименыпего значения она достигает в точке х = 2. Значит, на 
луче (-25; 2] имеем: и, = 02) = 6. 

На луче [4; +2) квадратичные функции у= (х - 3-1 и 
2х — 2): + 36 не ограничены сверху, возрастают и принимают не- 


отрицательные значения. Теми же свойствами обладают функции 
у= (х 37 - Гу 20: — 2) + 36 них сумма, т. е. функция у = о). 
Из возрастания функции следует, что своего наименьшего значения 
она достигает в точке х = 4. Значит, на луче [4; +2) имеем: 
улым = Ка) = 94 = 2,11. Заметим, что 2/1 > 6. 

Подведём итоги. Заданная функция ограничена снизу и уһ... = 6; 
сверху она не ограничена, и наибольшего значения не существует. 

в) Эта функция вроде бы похожа на предыдущую, но есть суще- 
‘ственное отличие: то, что верно для суммы неотрицательных возрас- 
тающих (убывающих) функций, не проходит для их разности. При- 
дётся искать другие пути. Имеем: 


М ах +18 - 4+5 = 


Учения - сағ 85) + ағ 55 


„Матаға (Масан. в 
Тре 


Знаменатель последней дроби принимает наименьшее значение 4 
при х = 2; соответственно сама дробь при х = 2 достигает нанбольше" 
го значения, оно равно 2. Отсюда, кстати, сразу следует ограничен- 
мость функции еверху. 

Далее, функция ограничена снизу. поскольку последняя дробь 
положительна при любых значениях х. На луче [2; +22) функция 


у= Јо 97+ 9 + Ди - 2) + 1 положительна м возрастает, значит, 
лода р = у, лет Золокатезьна и убымет, 


наименьшего значения у неё нет. 
Поднедём итоги. Функция ограничена и сверху, и снизу, И.а = 2, 
наименьшего значения у функции нет. 
„5:1 +10: +14 0? +2:84)-6 р 6 
вы + 2+4 +21+4 в п.м: 
Знаменатель последней дроби принимает наименьшее значение 3 
при х = -1; соответственно сама дробь при х = -1 достигает наибольшего 


6 
значения, опо равно 2. Отсюда следует, что функция у = 5 рту 


в точке х = -1 достигает наименьшего значения, оно равно 3. 
Далее, для любого значения х выполняется неравенство 


6 
5-тттгта < 5. а значит, функция ограничена сверху. На луче 
1-1; +50) функция у = (х + 10 + 3 положительна и возрастает, функ- 


аон ии 


ция у= положительна и убывает, значит, функция 


Е 8 

стз 
Е 

у-5- туру; 5 возрастает. Но это значит, что наибольшего значе- 


ния у неё нет. 
Подведем итоги. Функция ограничена и сверху, и снизу, У 
наибольшего значения у функции нет. 


В учебнике для 8-го класса мы ввели понятия максимума и миниму- 
ма функции. Напомним соответствующие определения. В них ис- 
ө пользуется понятие окрестности точки. Окрестпость точки ху — 


это интервал с центром в точке х,. Длину половины этого ин- 
тервала называют радиусом окрестности. Например, 
окрестность точки. (1,97; 2,03) — окрестиость точки 2, а радиус окрестности 
равен 0.03. Когда при изучении свойств функции гово- 
окрестности рят 0б окрестности точки, обычно предполагают, что 
эта окрестность целиком содержится п области опреде 
мия функции. 


Точку ху называют точкой максимума функции у = /(х), если у этой 
точки существует окрестность, для всех точек которой (кроме са- 
мой точки ль) выполняется неравенство (х) < хо). Точку ху назы- 
вают точкой минимума функции у = Их). если у этой точки суще- 
ствует окрестность, для всех точек которой (кроме самой точки хо) 
выполняется неравенство Их) > хо). 


Точки максимума и минимума объединяют общим на- 
званием — точки экстремума (от лат. ехіғетит — край- 
ний). Для значений функции в этих точках используют 

точка символы У н 

максимума На рис. 121 представлен график некоторой функции 

тожа (предполагается, что РЙ) = (20; +2)). Как видите, у неё 

посаеуна несколько точек экстремума: х; и ху — точки максиму- 
ма, а хун ху — точки мипимума. 

ыы Обратите внимание, что у... И нах» а также у, и 

ро Ум» могут быть равны, но могут и отличаться. Например, 


у Функции, график которой пред- 
ставлен на рис. 121, имеются две 
точки максимума и две точки мини- 
мума, и в то же время ни Ули» НИ 
Уы, не существуют. 

Напомним ещё два свойства 
Функций. Первое — свойство выпу- 
клости функции. Считается, что 
функция выпукла вниз па проме- 
жутке Х < Іў), если, соединив лю- 


Функция, бые две точки её графика (с абециссами из Х) отрезком, 
выпуклая вверх | мы обнаружим, что соответствующая часть графика ле- 
фунти, жит ниже проведённого отрезка (рис. 122, а). Функция 
выпуклая вниз выпукла вверх на промежутке Х С ГАД, если, соединив 
непрерывная любые две точки её графика (с абсциссами из Х) отрез- 
функция ком, мы обнаружим, что соответствующая часть графика 

лежит выше проведённого отрезка (рис. 122, 0). 

Рис. 122 


Второе свойство — непрерывность функции на промежутке Х — 
означает, что график функции на данном промежутке ие имеет т0- 
чек разрыва (т. е. представляет собой сплотную линию). 

На самом деле в математике всё обстоит, как говорится, с точно, 
стью до наоборот: график функции изображается в виде сплошной 
линии (без разрывов) только тогда, когда доказана непрерывность 
функции. Но формальное определение непрерывности функции, до- 
статочно сложное и тонкое, нам пока не по силам. То же самое мож- 
но сказать и о выпуклости функции. Обсуждая указанные два свой- 
ства фупкций, будем по-прежнему опираться па паглядио-иитуитив- 
ные предетавлени, 

Трафик функции у = /(х) строится по точкам. Чем больше точек 
вида (х, /(х) мы возьмём, тем более полное и точное представление о 
графике получим. А уж затем, читая график, мы делаем выводы о 
непрерывности функции, о её выпуклости вверх или вниз, об обла- 


Е аена 


сти значений функции и т. д. В раде случаев те или иные свойства 
функции мы с вами в состоянии доказать, опираясь на имеющиеся у 
нас к настоящему моменту знания (что мы и сделаем в дальнейших 
пунктах этого параграфа). Но довольно часто, говоря о свойствах не- 
которой функции, мы вынуждены опираться только на иаглядио-ин- 
туитивные представления. Но в этом нет ничего плохого или предо- 
судительного, Из истории развития математики известно, что чело- 
вечество часто и долго пользовалось различными свойствами тех или 
иных объектов, не зная точных определений и строгих обоснований. 
Потом, когда такие определения удавалось сформулировать, всё ста- 
новилось на свои места. 


Если К >0, то функция у = Ех + т возрастает на всей числовой пря- 
мой; если К < 0 то функция у = Ех + т убывает на всей числовой 


прямой. 


Положим /(х) = Ёх + т. Пусть № > 0. Если ху < х,, то по 
соответствующим свойствам числовых неравенств (кото 
рые мы с вами изучали в курсе алгебры 8-го класса) хз < ху и, да 
лее, Кху + т < Аха + т, т. е. (хи) < Кл). 

Итак, из неравенства ху < хз следует неравенство /(х,) < /(хз). Это 
и означает возрастание функции у = /(х), т, е, линейной функции 
у= кх + т, на всей числовой прямой. 

Пусть теперь № < 0 В этом случае из неравенства х; < хз следует 
неравенство &х > Кх; и, далее, ху + т > Кх, + т, т. е. К) > (хо). 

Итак, из неравенства х; < х; следует неравенство /(ху) > /(хз). Это 
и означает убывание функции у = /(х), т. е. линейной функции 
у= кх і т при # < 0, на всей числовой прямой. Теорема доказана. 


Графиком функции у = Кх + т является прямая (рис. 123). Пере- 
числим свойства линейной функции: 
1) 20) = (50; +00); 
2) возрастает, если # > 0 (рис. 123, 0), убывает, если А < 0 
(рис. 123, в); 
3) не ограничена ни снизу, ни сверху; 
4) нет ни наибольшего, ни наименьшего значений; 


ыы т. 


5) функция непрерывна; 
6) ЕС = 25; +50), 


Г. 
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ШЕЯ! 
у= Ахт. 


Рис. 123 


Если # > 0, то функция у = кх? возрастает на луче [0; +00] и убыва- 
ет на луче (00; 0], Если № < 0, то функция у = Ах? убывает ма луче 
10; +09) и возрастает на луче (60; 0]. 


Обозпачим /(х) = х2. Пусть й > 0 и 0 < х < х. Тогда по 
свойствам числовых неравенств последовательно получа- 
ем: хр < хф я < а}, т. ©. Му) < Их). Итак, на луче [0; +25) из ху < 
< ху следует /(ху) < (хо), а это и означает, что при А > 0 функция 
у = Ах возрастает на луче [0; +). 

Пусть # >0 и х, < х; < 0. Тогда по свойствам числовых неравенств 
последовательно получаем: хў > хў; #х} > №}, т.е. Лоу) > Их). Итак, 
на луче (00; 0] из ху < ху следует ху) > хз), а это и означает, что 
при > 0 функция у = Кх? убывает на луче [0; +55). 

Пусть теперь & <0 и 0 < ху < хз. Тогда хё < хў; №? > Их], т. в. 
Их) > Мх). Итак, на луче [0; +) из ху < х; следует (х1) > /(х:), а 
это означает, что при & < 0 функция и = Ах? убывает на луче [0; +90). 

Если й < бихи<х, < 0, тох > хў; йхў < Ах, т. е. ху) < Кх). 
Итак, на луче (2с; 0] из х < х, следует Йху) < Их). а это означает, 
что при # < 0 функция у = Кх? возрастает на луче (о; 0]. Теорема 
доказана. 


Графиком функции у = йл? является парабола с вершиной в нача- 
ле координат и с ветвями, направленными вверх, если & > 0 


Г отаи 


(рис. 124), и вниз, если # < 0 (рис. 125). Прямая х = 0 (ось У) являет" 
ся осью параболы. 

Свойства функции у = Кх? для случая К > 0 (см. рис. 124): 

1) 20) = С; +5; 

2) убывает на луче (5°; 0], возрастает на луче [0; +26); 

З) ограничена снизу, не ограничена сверху; 

4) уын = 0, У.а не существует; 


функция убывает, а на промежутке [0; +25) 
функция возрастает. Такие промежутки на- 
Рис14 СТТ 1—7 зывают промежутками монотонности фуик- 
цин. 
обета бонкии р = зй дах акти < 0 (ои, ре. 1207 
У 240 = (22; +50); 
Н позрастает на луче (25; 0}, убывает на 
луче [0; +оо); 
3) не ограничена снизу, ограничена свер- 
ху; 
4) рь не существует, ула = 0; 
5) непрерынни 
Рис. 125 


Если К > 0, то функция у = убывает на открытом луче (0; +00) и 
убывает на открытом луче (-во; 0). Если К < 0, тө функция у = & 


возрастает на открытом луче (0: +90) н возрастает на открытом лу- 
че (500; 0). 


Доказательстао — Положим /(х) = &. и пусть # > 0н 0 < х, < х. Тогда по 


свойствам числовых неравенств последовательно получаем: 1. > 1; 
н 
в 


7 е. №) > Их). Итак, на (0; +55) из ху < х; следует 


ко > Их, а это м означает, что при # > 0 функция у = © убывает 


на открытом луче (0; +0). 
Пусть теперь х; < х; < 0 (по прежнему № > 0). Тогда -х,> -х, > 0, 


св ав. У 
Ак > т о) > Лао Итак, на (сос: 0) из 
зу < ха следует (ху) > Их), а это м означает, что при № > 0 функция 


У А убывает па открытом луче (-2о; 0). 


Случай, когда А < 0, попробуйте рассмотреть самостоятельно. 


Обращаем выше виимание на то, что хотя функция у = А при 
> 0 убывает и при х>0, и при х < 0, назвать её убывающей во всей 
области определения нельзя. Пусть, скажем, /(х) = і. жуе, 


Тогда (-1) = -1, 1) = 1. Получается, что ху < хз и /(1) < х), а это 
го для убывающей функции не может быть. 


Графиком функции у = & является гипербола, оен координат слу- 


жат асимптотами гиперболы, а начало координат — центром сим 
метрии (рис. 126, 127). 


Свойства функции у = &. 


п 20) = С: 0) 0 (0; +59); 

2) если № > 0, то функция убывает на открытом луче (20; 0) и на 
открытом луче (0; +25) (см. рис. 126); если & < 0, то функция 
возрастает на (2с; 0) и на (0; +25) (ем. рие. 127); 

3) пе ограничена ни снизу, ни сверху; 

4) нет ни наименьшего, ни наибольшего значений; 


Рие. 128 


ТЛАВА 3. ЧИСЛОВЫЕ ФУНКЦИИ 


5) функция непрерывна на открытом луче (-00; 0) и на откры- 


Т) если К > 0, то функция выпукла вверх при х < 0, т. е. на от- 
крытом луче (-2; 0), и выпукла вниз при х > 0, т. е. на откры" 
том луче (0; +55) (см. рис. 126). Если К < 0, то функция выпук- 
ла вверх при х > 0 м выпукла вниз при х < 0 (см. рис. 127). 


Графиком функции является ветвь параболы (рис. 128). 
У: 


Докажем свойства 1)—4). Введём обозначение: (х) = үх. 

1) 240 = [0; +9). Речь идет о естественной области определения 
фуикции, т. е. об области определения выражения \/х. Она задаётся 
нерапенством х 2 0, отсюда и следует, что БИЛ = 10; +20). 

2) Пусть 0 < ху < ху. Предположим, что уху > ха. Тогда 
(ту > (5). т. ху > жь что противоречит условию. Значит, на 
ше предположение неверно, а верно неравенство „/х; < „/5;. Итак, из 
0 < ду < х, следует, что ху) < Их»), а это и означает, что функция 
возрастает на луче [0; +00), 

3) Ясно, что функция ограничена снизу, поскольку для любого 
х > 0 выполияется неравенство \/х > 0. Докажем, что функция ие 
ограничена сверху. Предположим противное, что она ограничена 
сверху, т. е. существует положительное число М такое, что для лю- 
бого х > 0 выполняется неравенство үх < М. Возьмём точку 
хо = (М + 1. Тогда хо) = ухе = М +17 =М+1> М. 

Итак, мы предположили, что для любого х > 0 выполняется не 
равенство {х < М, и в то же время нашли конкретную точку хо, в 
которой это неравенство не выполняется. Полученное противоречие 
означает, что наше предположение неверно, а потому функция не 
ограничена сверху. 


Рис. 130 


4) Имеем /(0) = 0 и для любого х > 0 выполняется неравенство 
Мх 20. Это значит, что у... = 0. А поскольку функция не ограниче- 
на сверху, у.а не существует. 


Графиком функции является объединение двух лучей: у = х, х 2 0, и 
у= -=, х < 0 (рис. 129). 


2) убывает на луче (-2е; 0], возраста 
ет на луче [0; +); 

3) ограничена снизу, не ограничена 
сверху; 

4) иы 9 0, Увы не существует; 
непрерывна; 

6) ЕД = [0; +=), 


Графиком функции является парабола с вершиной в точке (х: №), 
где 


и е ветвями, направленными вверх при а > 0 (рис. 130) и вниз — 


а < 0 (рие. 131). Прямая х я —у- является осью симметрии пара- 


Рис. 131 


ТЛАВА 3. ЧИСЛОВЫЕ ФУНКЦИИ 


Свойства функции у = ах? + Вх + є для случая а > 0: 
0 Д = (о; +оо); 


Свойства функции у = ах? + Вх + с для случая а < 0: 
1) Д = (59; +90); 


>) позраствет на луче [55 — убывает на луче 2: +=} 


На рис. 132 представлен график функции 
у = ал? + Вх + с, Определить знаки коэф- 
фициентов а, В, с. 


Ветан параболы направлены 


вверх, значит, а > 0. 
пересекает ось у в точке (0; с), значит, 
є < 0. Абсцисса х, вершины параболы на- 


ходится по формуле хо = 52. Поскольку 
220, хь < 0, делаем вывод: Б > 0. 


а>0,5>0,с<0. 


а? -1=(- 0+1; 
х2 - 5х +6 (х - 2х - 3); 
ж2-х-2 = (х - 2х + 1). 


се 554 6) _ 
=-2 
2+ 2-3... 1, - 
ЕЕ (105-8). 
Таким образом, и = (х – 1х - 3), #2, 
х * -1. Графиком функции является пара” 
бола, пересекающая ось х п точках 1 и З, с 
двумя «выколотыми» точками — абецие- 
сы этих точек равны 2 и -1 (рие. 183). 


График кусочной функции у = /(х), изображённый ма рие. 134, со- 
стоит из дуги окружности, части гиперболы и отрезка прямой. Тре- 
прочитать график и перейти от графического задания функ” 


ции к аналитическому. 


Перечислим свойства функции. 
1) 20 = 14; 7. 


2) возрастает на отрезке [-4; 0], убывает па отроз- 
ке [0; 3), возрастает на отрезке [3; 7]. 
3) Функция ограничена и 


снизу, и сверху. 
4) у.а = 7 (достигается в 
точке х = Т), Иамам = 0 (достига- 
ется в точке х 20), 
5) Функция непрерывна в 
определения. 


‘своей области 
98 10; т]. 

У функции есть две точ- 
ео 
максимума, причём Ух = 4; 
х = 3 — точка минимума, при" 
чём уа, 1. 

Составим аналитическое задание функции. На отрезке [-4; 0] 
графиком функции является дуга окружности с радиусом, равным 4, 


ТЛАВА 3. ЧИСЛОВЫЕ ФУНКЦИИ 


с центром в точке 0; уравнение этой окружности х? + у: = 4*, значит, 
для части верхней полуокружности получаем у = (16 — х7, 

На отрезке [0; 3] имеем график обратной пропорциональности с 
коэффициентом 4, сдвинутый влево по оси х на 1. Значит, на этом 


промежутке у = ет. 
Наконец, на отрезке [8; 7] дана часть графика линейной 
у- Кх + т, причём эта прямая проходит через точки (3; 1) и (7; 7), а 
потому коэффициенты й и т можно найти, решив систему уравнений 
1 = зат, 
= 1+ т. 


Получим Ё = 1,5, т = -3,5. Значит, у = 1,51 — 3,5 (на отрез- 


ке [3; 7]. 

Составим теперь аналитическое задание функции, обратив при 
этом внимание на чстыковые» точки (х = 0 и х = 3). Они не должны 
дублироваться в задании функции. Итак, 


6 - 42, если -4< я < 0, 


а 
и. маи 0х8, 


1,5х - 3,5, если 3 < х <7, 


Вопросы для самопроверки 


2. Как, глядя на график функции, найти промежутки её мо- 
нотонности? Проиллюстрируйте свой ответ с помощью гра- 
фика какой-нибудь кусочной функции. 

3. Какую функцию называют ограниченной снизу, а какую — 
ограниченной сверху? 

4. Как, глядя на график функции, установить, является ли 


5. Дайте определение наименьшего (наибольшего) значения 
функции ма некотором промежутке из области определе- 
ния функции. 

6. Известно, что у функции есть наименьшее значение. Явля- 
ется ли она ограниченной снизу? сверху? 


10. 


п. 


12. 


13. 
14. 
15. 
16. 


Известно, что у функции есть наибольшее значение. Явля- 

ется ли она ограниченной снизу? сверху? 

Приведите пример функции, заданной графически, ограни- 

ченной снизу на некотором промежутке и достигающей на 

этом промежутке своего наименьшего значения, 

Приведите пример функции, заданной графически, ограни- 

ченной снизу на некотором промежутке и не имеющей на 

этом промежутке наименьшего значения. 

Приведите пример функции, заданной графически, ограни- 

генной сверху на некотором промежутке и достигающей на 

этом промежутке своего наибольшего значения. 

Приведите пример функции, заданной графически, ограни- 

ченной сверху на некотором промежутке и не имеющей на 

этом промежутке наибольшего значения. 

Приведите пример аналитически заданной функции, не- 

прерывной на некотором промежутке и такой, что: 

а) у неё существуют на этом промежутке и наименьшее, и 
наибольшее значения: 

6) у меё нет на этом промежутке ни наименьшего, ни маи" 
большего значения; 

в) у неё на этом промежутке есть наименьшее, но нет наи- 
большего значения: 

т) у неё на этом промежутке есть наибольшее, 
меньшего значения. 

Что называют окрестностью точки а на числовой прямой? 

Укажите окрестность точки 3 радиусом 0,1. 

Что такое точка максимума функции у = /(х)? Что такое 

точка минимума функции у = /(х)? 

Задайте графически кусочную функцию у = /(я), имеющую 

максимум в точке х = 0 и минимум в точке х = 2. 

Какую функцию называют выпуклой вниз; выпуклой 

вверх? Приведите пример функции, выпуклой вниз; выпу- 

клой виерх. 


о нет наи- 


В предыдущем параграфе мы говорили только о тех свойствах функ- 
ций, которые в той или иной степени вам были уже навестны из курса 
алгебры 8-го класса. Запас свойств функций будет постепенно попол- 
няться. О двух новых свойствах пойдёт речь в настоящем параграфе. 


ЛЕ окат ие Ех коч таео ааа 
ния х из множества Х выполняется равенство 


Их) = К. 


Бута ўе Дре Хаалт, если для любого зна- 
чения х из множества Х выполняется равенство 
И-х) = Иа). 


метная функция 
мечётная функция 


Доказать, что у = х* — чётная функция, 


Здесь Их) = хі, ((-х) = (-х) = х*, Значит, для любого значе- 
ния х выполняется равенство /(-х) = /(х), т. е. функция яв- 
ляется чётной. 


Аналогично можно доказать, что функции у = 29, у = *, ух" 

также являются чётными. 
ПРИМЕР 2 
Доказать, что у = х? — нечётная функция. 


НЫ х)? = -=*. Значит, для любого зна- 
х выполняется равенство /(-х) = -/(х), т. е. функция 


Аналогично можно доказать, что функции у = х,у = х5, у = х7 
также являются нечётными. 
Мы заметили, что у = х?, у = 15, у = л? — нечётные функции, 


у= х, у= х, у = х* — чётные функцин. И вообще для любой функ- 
ции вида у = х", где п — натуральное число, можно сделать вывод: 


не То 


если п — нечётное число, то функция у = х“ — нечётная; если л — 
чётное число, то функция у = х“ — чётная. 

Существуют функции, которые не являются ни чётными, ни 
печётпыми. Такова, папример, фуикция у = 2х + 3. В самом деле, 
11) = 5, а 0-1) = 1, т. е. = 1) и 0-1) + -И 1). Значит, ие выпол- 
няется ни тождество /(-х) = Их), ни тождество /(-х) = Й). 

Итак, функция может быть четной, нечётной, а также — ни той 
ни другой. 


Изучение вопроса, являетея заданная функция чётной или печётной, 
обычно называют иселедованием функции на чётность. 
В определениях 1 и 2 речь идёт о значениях функции в точках х 
ө и -х. Тем самым предполагается, что функция определена и в точ- 


ке х,и в точке -х. Это значит, что точки х и -х принадлежат области 
определения функции. Если числовое множество Х вме- 

симметрично сте с каждым своим элементом х содержит и противопо- 

множество ложный элемент -х, то такое множество называют сим. 
метричным жножеством. 

Скажем, (-2; 2), [-5; 5], (-25; +20) — симметричные 
множества, в то время как [0; +55), (-2; 3), [-5; 6) — несимметрич- 
ные множества, 

Если функция у = [(х) — чётная или нечётная, то её область 
определения [\/) — симметричное множество. Если же [\/) — ие- 
симметричиое множество, то функция у = /(х) не является ии чёт- 
ной, ни нечётной. 

'читывая сказанное выше, рекомендуем при исследовании функ- 
ции на чётность использовать следующий алгоритм. 


риниииииииий АЛГОРИТМ ИССЛЕДОВАНИЯ ФУНКЦИИ у = (х), хЕХ, 
НА ЧЁТНОСТЬ 

1. Установить, симметрична ли область определения функции. Если 

то объявить, что функция не является ни чётной, ни нечёт- 
ной. Если да, то перейти ко второму шагу алгоритма. 

2. Найти /(-х). 

3. Сравнить /(-х) и Их): 

'Лх) для любого х < Х. то функция чётни 

-№х) для любого х є Х, то функция нечётная; 

в) если хотя бы в одной точке х © Х выполинется соотношение 
х) * И) и хотя бы в одной точке х © Х выполняется соотно- 
шение /(-х) + –Йх), то функция ие является ни чётной, ни 
нечётной. 


ПРИМЕР 3 


Исследовать па четпость функцию: 
СТЕ СТЕ 8 СТЕ бу= = 5. 
Решение ауу = Их), где Их) = ха > 


1) Функция определена при всех значениях х, кроме 0. Следова- 
тельно, [/) — симметричное множество. 


ЕЕЗ 


3) Для любого значения х из области определения функции вы» 
полняется равенство /(-х) = Их). 


Таким образом, у = хі 2. — четная функция. 
б)и- Их), где а) = 2-х - 8, 


1) Функция определена при всех значениях х, кроме 0, Следова- 
тельно, [%/) — симметричное множество. 


сз) = хи 8 а ай 8,4 [2-3]. 
3) Для любого значения х из области определения функции вы- 


ву = Их), где И) = 


1) Функция свраба х сай одах ры и 3, Зна- 
чит, область определения функции — числовая прямая, из которой 
удалены две точки: 8 и —3. Это симметричное множество. 


З) Сравнив /(-х) м Дх), замечаем, что, вероятно, ие выполняются 
ни тождество /(-х) = (=), ни тождество /(-х) = -/(х). Чтобы в этом 
убедите, вовьыіи соахретвое аачеяне з, парике д = 4: кмен: 
14) = 0, а Д4) = 8, т.е. 54) я Л и 4) = А). 
Таким образом, функция ие является ни чётной, ни нечётной. 
т) Функция определена на луче [3; +25). Этот луч — несимметрич- 
пое множество, значит, функция пи чётная, ни печётная. 


на чётность 
ауу= |х|, хе [-2; 28 
6) у= |х|, хє [-3; 3); 


не ГТО 


ИВЕСТЕССОВВВИИ 100 - [-2: 2] — симметричное множество, и для всех 


| значений х выполняется равенство |-х| = |х|. Значит, за- 

данная функция чётная. 

5) 2 =[-3; 3) — песимметричиое множество. В самом деле, точ- 
ка -8 принадлежит полуинтервалу [-3; 3), а противоположная точка 
З не принадлежит этому полунитервалу. Значит, функция ие являет- 
ся ни чётной, ни нечётной. 

в) [ХЛ = (-5; 5) — симметричное множество, и (-х)? = х для 
всех значений х из 10). Значит, заданная функция нечётная. 

г) Функция задана на полуннтервале, который не является сим- 
метричным множеством, Значит, функция ни чётная, ни нечётная, 


Теперь обсудим геометрический смысл свойства четности и свойства 
нечетиости функции. 

Пусть у = /(=) — чеётная функция, т. е. /(-2) = /(х) любого 
х с 00. Рассмотрим две точки графика функции: А(х; /(х)) и 
В(-х; К-х). Так как /(-х) = а), то у точек А и В абсциссы являются 
противоположными числами, а ординаты одинаковы, т. е. эти точки 
симметричны относительно оси у (рие. 135). Таким образом, для ка 
ждой точки А графика чётной функции џ = /(х) существует симметрич- 
ная ей относительно оси у точка В того же графи 


График чётной функции симметричен относительно оси у. 


Пусть у = /х) — нечётная функция, т. е. /(-2) = -/(х) для любого 
х є (0. Рассмотрим две точки графика функции: А(х; Их) и 
В(сх; К-х). Так как /(-х) = – х), то у точек А и В и абсциссы, и ор- 
динаты являются противоположными числами, т. е. эти точки сим- 
метричны относительно начала координат (рие. 136). Таким образом, 


Рис. 146 Рис. 136 


для каждой точки А графика нечётной функции у = (х) существует 
симметричная ей относительно начала координат точка В того же 
графика. 


График нечётной функции симметричен относительно начала ко- 
ординат. 


Верны и обратные утверждения. 


Бели график функции у = /(х) симметричен относительно оси орди- 
мат, то у = /(х) — чётная функция. 


В самом деле, симметрия графика функции у = /(х) относительно 
оси у означает, что для любого значения х из области определения 
функции справедливо равенство /(-х) = Их), т. е. у = Хх) — чётная 
функция. 


Если график функции у = /(х) симметричен относительно начала 
координат, то у = Дх) — нечётная функция, 


Симметрия графика функции у = /(х) относительно начала коор- 
динат означает, что для любого значения х из области определения 
Функции справедливо равенство /(-х) = И), т, е, у = Лх) — нечёт- 
ная функция. 


| ПРИМЕР 5 ДДД <5ЧХЧ 
Исследовать на чётпость функцию у = (9 - 27. 


СТС 702000 слосод. Будем действовать по определению: 
А-х) = в ху = 9-х? = НА 
Значит, для любого значения х из 00) справедливо равенство 
К-х) = Их), т. е. функция является чётной. 
Второй способ. График функции — полуокружность с центром в 
начале координат и радиусом 3 (см. рис. 113, с. 135), она симметрич- 
на относительно оси у. Значит, у = /9 — х? — чётная функция. 


Доказать, что функцию у = /(х), х Є Х, где Х — симметричное множе- 
ство, можно представить в виде суммы чётной и нечётной функции. 


Справедливо тождество Ис) = 05 С), а) ИС. рь 


ко. 0 Мз). Функция 
у= к(х), х Є Х, является чётной, а функция и = А(х), х Є Х, — нечёт- 
ной. В самом деле, (х) = (2022/00 = 1х), а А-х) = ЕЕ б) _ 


2 
Че) ИС = в). Итак, Их) = #00) + Мх), где функция у = (х) — 


а функция у = А(х) — нечётная, 


Вопросы для самопроверки 


1. Какую функцию называют чётной? 

2. Какую функцию называют нечётной? 

3. В каком случае числовое множество называют симметрич- 
ным? 

4. Объясните, почему является или не является симметрич- 


д) {-1. 2, 8, 2, -3, 1). 


5. Может ли быть чётной или нечётной функция у = Дх), 
хе 1; +) 

6. Сформулируйте алгоритм иеследования функции на чёт- 
ность. 

т. Каким свойством обладает график чётной функции? Гра“ 
фик нечетной функции? 

8. Как по графику функции установить, что ом 
а) является чётной: 6) является нечётной; в) не является. 

ни чётной, ни нечётной? 


В этом параграфе речь идёт о степенных бтехнанх а < целочисленным 
показателем, т. е. о функциях у = х5, у = 5*, у Тит. д. 


Простейший случай такой функции мы рассматривали в 7-м клас- 
се — это была функция у = х°, Рассмотрим теперь функцию у = х*. 


р —— жа 


Поскольку это чётная функция, построим сначала ту часть еб графи- 
ка, которая располагается в правой полуплоскости (при х > 0). 
Составим таблицу значений: Ф 


Отметим точки (0; 0), [1:35]. @; 1, (3: 51) на координатной 


плоскости (рис. 187, а); они намечают некоторую линию, проведём 
5 137, 0). Добавив к построенному графику линию, симметрич- 

построенной относительно оси ординат, получим график функ- 
пан у = 1 же. 138). Оа похож на параболу (во пиредолой его пе 
называют). 


Прежде чем перечислить свойства функции, заметим, что мы бу- 
дем придерживаться того же порядка, который использовали в $ 17, 
но © одной поправкой: свойству чётности функции отведём вторую 


Рие. 139 


Эти свойства были прочитаны по графику, что в общем-то в мате- 
матике не принято. Обычно поступают наоборот: исследуют свойства 
Функции, а потом, опираясь на результаты проведённого исследова 
ния, строят её график. А можем ли мы доказать хотя бы некоторые 
из перечисленных выше свойств? Первое свойство очевидно (посколь- 
ку любое число х можно возвести в четвёртую степень). В $ 18 дока" 
зано второе свойство. Можно доказать м третье: в самом деле, если 
ху > х, 2 0, то по свойству чиеловых неравенств хў > х, а это и озна- 
чает возрастание функции на луче [0; +2) (см. определение 1 из $ 17). 

Если ху < хз < 0, то -ху > -ху 2 0, (-х > (з), т. ©. х > х). 
Итак, из ху < х; < 0 следует, что хў > х}, а это м означает убывание 
Функции на луче (90; 0]. 

Можно доказать четвёртое и пятое свойства. Ограниченность 
функции снизу очевидна: для любого х справедливо неравенство 
х' > 0. Отсюда, кстати, сразу следует и то, что Ил... = 0 (достигается 
в точке х = 0). Неограничениость функции сверху докажем методом 
от противного. 

Предположим, что функция ограничена сверху, т. е. существует 
число М > 0 такое, что для любого х справедливо неравенство х' < М. 
Рассмотрим значение функции в точке х = М + 1. Имеем (М + 1)' > 

>М+1> М. Итак, хў > М, а это противоречит предположению о том, 

что для любого х справедливо неравенство х* < М. Наше предположе- 
кие неверно, т. е. функция не является ограниченной сверху. Отсюда, 
кстати, следует и то, что наибольшего значения у функции нет. 

При желании можно пояснить (не доказать) свойство выпуклости 
функции вниз. Покажем, например, что на отрезке [0; а], где а > 0, 
трафик функции у = х расположен ниже отреа- 
ка ОА (рис. 139). 

На интервале (0; а) возьмём произвольную 
точку хү и восставим из этой точки перпенди- 
кулар к оси х, Он пересечет график функции 
у = х в точке Р, а прямую ОА — в точке М. 
Ордината точки Р равна х}. А чему равна орди" 
ната точки М? Давайте подечитаем. 

Прямая ОА проходит через начало коорди- 
ват, значит, её уравнение имеет вид у = Кх; она 
также проходит через точку А(а; а). Подставив 
координаты точки А в уравнение у = Ах, получим а! = Ка. Значит, 
к = а?, т. е. уравнение прямой ОА таково: у = ах. Теперь ясно, что 
ордината точки М равна а?у. 

Итак, ордината точки Р равна х), а ордината точки А равна а?х. 
Какое из этих чисел больше? Поскольку 0 < ху < а, то по свойствам 
числовых неравенств х} < а? и, далее, хр ху < а? - х.т. в. х} < ай. 
Последнее неравенство означает, что точка Р располагается ниже 
точки М. Отсюда можно сделать вывод: если провести пронавольную 


& 


ТЛАВА 3. ЧИСЛОВЫЕ ФУНКЦИИ 


прямую ОА, то окажется, что график функции у = х* на отрезке 
10; а] лежит ниже соответствующего участка прямой ОА. 

Любая степенная функция у = хі" (п є №) обладает теми же свой- 
ствами, что фупкция у = х‘, а график фуикции у = <>” при п = 3, 4, 
5, ... похож на график функции у = х* (ем. рис. 138), только его вет” 
ви при больших по модулю значениях х более круто направлены 
вверх и более прижаты к оси х на отрезке [-1: 1]. 

Отметим ещё, что линия, служащая графиком функции у = х2", 
касается оси х в точке (0; 0), т. е. одна ветвь кривой плавно порехо- 
дит в другую, как бы прижимаясь к оси х. 


Построить график функции и = (х = 1)? ~ 2. 


1) Перейдём к вспомогательной сис" 
теме координат с началом в точке 
(1; -2) (рие. 140). 

2) Построим график функции у = х? в новой 
системе координат, используя контрольные 
: 0), (1; 1), (-1; 1) (в новой системе ко- 
ординат). Затем через контрольные точки про- 
ведем линию, похожую на ту, которая изобра- 
жена на рис. 138, — это и будет требуемый 
график, точнее, его эскиз (ем. рис. 139). 


Простейший случай такой функции — у = 21. 
Её график при х > 0 в принципе выглядит так 
же, как и график функции у = х‘ при х > 0 (ем. 
рис. 137). Нужно лишь учесть, что новая кри- 
вая чуть менее круто идёт вверх и чуть дальше 
отстоит от оси х на отрезке [0; 1]. Поскольку 
у= =? — нечётная функция, то, добавив линию, 
симметричную построенной относительно нача" 
ла координат, получим график функции у = д? 
(рис. 141). Эту кривую называют кубической 
параболой. 


Замечание | Здесь паблоластся один из редких случаев, когда математики используют 


не очень удачный термин. Парабола — геометрическая фигура с определён“ 
ными снойствами. Линия, изображенная на рис. 141. этими свойствами не 
обладает, поэтому лучше было бы придумать ей другое название («кубическая 
параболя» — это что-то вроде «квадратной окружности»). 


Отметим некоторые геометрические особенности кубической 
параболы у = х?. У неё есть центр симметрии — точка (0; 0), которая 
отделяет друг от друга две части кривой; эти симметрич- 


кубче ные части называют ветвями кубической параболы. 
парабола Обратите внимание, что ветви кубической параболы 
переходят одна в другую без излома — плавно, касаясь 
оси х. 
Свойства у= 
1) Д0) = (90; +0); 
2) нечётиая 


4) не ограничена ни снизу, ни сверху; 

5) нет ни наименьшего, ни наибольшего значений; 

6) непрерывна; 

ТЕК) = 20; +20 

В) выпукла вверх при х < 0, выпукла вниз при х > 0. 

График любой степенной функции у = хї"'1, и = 2, 3, 4, ..., по- 
хож на график функции у = х? (см, рис. 141), только чем больше по". 


‘через точки (0; 3) и (1; 1) ў рие. 142). 

4) Построенные пересекаются, 
суди по чертежу, в точке А(1; 1), причём 
простая проверка показывает, что координа- 
ты точки А(1; 1) удовлетворяют уравнению. 
Значит, уравнение имеет один корень: х = 1. 


прочим, геометрическая модель, представленная на 
рис, 142, наглядно иллюстрирует следующее утверждение, которое 
иногда позволяет изящно решать уравнения. 


ТЕОРЕМА 


Если функция у = /\х) возрастает, а функция у = (х), убывает и 
если уравнение /(х) = &(х) имеет корень, то этот корень — елин- 
ственный. 


Пусть ху — корень уравнения /(х) = (>). Возьмём из 0б- 
ласти определения уравнения любое значение х, такое, 
что ху > ху. Функция у = Их) возрастает, значит, из ху > ху следует 
Аха) > Каз). Функция у = а(х) убывает, значит, из ху > ху следует 
(а) > (т). Получилась такая цепочка: 

Их) > а) = вл) > а. 

Получилось, что х) > (х1), т. е. ха ие является корнем уравне- 
ния, 

Аналогично можно доказать, что если взять из области определе- 
ния уравнения любое значение ху такое, что ху < х, то ху не являет. 
ся корнем уравнения 

Итак, уравнение имеет единственный корень, что и требовалось 
доказать. 


Вот как, опираясь на это утверждение, мы можем решить урав- 
мение из примера 2 без чертежа: 

1) заметим, что при х = 1 выполняется равенство 

1968-21, 

значит, х = 1 — корень уравнения (этот корень мы угадали); 

2) функция у = 3 - 2х убывает, а функция и = х? возрастает, зна. 
чит, корень у заданного уравнения только один и этим корнем явля- 
ется найденное выше значение х = 1. 


Выше мы говорили о степенных функциях с натуральным показа- 
телем. Теперь поговорим о степенных функциях © отрицатель 
ным целым показателем. Начнём с функции у = х ?, или, что то же 
амн, у = 1. 

Область её определения — множество всех действительных чи" 
сел, кроме 0. Это чётная функция, значит, есть смысл сначала по- 
строить её график при х > 0. Составим таблицу значений: 


а 


ао, (22), (& 1 ва коорди 
матной плоскости (рис. 143, а), они намечают некоторую линию, 
проведём её (рие. 143, 0). Добавив к ней ветвь, симметричную по: 
строенной относительно оси ординат, получим график функции 
у= у, или у= х7 (рис, 144), 


Свойства функции у = х2: 

1) 2 = (99; 0) Ы " +); 

2) метная 

2) убызыт ва отыршы хуча (0; +), 
возрастает на открытом луче (2°; 0); 

4) ограничена снизу, не ограничена свер- 
ху; 

5) мет ни наименьшего, ни наибольшего 
значений; 

прерывна при х < 0 (т. е. на открытом луче (2°; 0) и при 
х > 0 (т, е. на открытом луче (0; +25}; 

Т) ЕЙ = (0; +20); 

8) выпукла вниз и при х < 0, и при х > 0. 

Докажем для примера убывание функции при х > 0. 

Пусть ж, > ху > 0. По свойствам числовых неравенств: х? > хф, 


сете си. Итак, для функции у = /(х), где Их) = х*!, мы 
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доказали, что если ху > х; > 0, то Йху) < Их), а это и означает убы 
вание функции на открытом луче (0; +55). 

Можно доказать четвёртое и пятое свойства. Ограниченность 
функции снизу очевидна: для любого х = 0 справедливо неравен- 


ство 2. > 0. Неограниченность функции сверху докажем методом от 


противного. 
Предположим, что функция ограничена сверху, т. е. существует 
число М > 0 такое, что для любого х справедливо неравенство 


25 < М. Рассмотрим значение функции в точке хэ = уст. Имеем 


мт 


1 
П м 
предположению о том, что для любого х справедливо неравенство 


23 > М, а ото противоречит 
25 < М. Наше предположение неверно, т. ©. функция не является 


Осталось доказать, что и наименьшего значения у функции нет. 
Предположим, что оно есть, равно т и достигается в точке хи > 0. Но 
в силу убывания функции на (0; +25) для х > ху выполняется нера" 
понство /(х) < /(хо), т. ©. Их) < т. Значит, т ие может быть нвимень- 
шим значением функции, Ульи не 


существует. 
траф любой Фики 7 х5 (я Є А) полот па график фун 
ции у = 2 (єм. рис, 144). Отметим, что кривая у = =}. асимптоти 


чески приближается к осям координат. Говорит также, что ось х 
(т. е. прямая у = 0) является горизонтальной асимптотой графика 


Функции у = 5, в ось у (т. ©. прямая х = 0) является вертикальной 


асимптотой этого графика. 


Найти наименьшее м наибольшее значения функции у = 1; на задан- 


Р 


Для ответа на поставленный вопрос можно использо- 
вать график функции (см. рис. 144), а можно опираться 
на свойство монотонности. Далее мы будем действовать и так, 
итак. 

а) При х > 0 функция у = Лх), гле Дх) = 27, убывает, значит, на 


заданном промежутке своих наименьшего и наибольшего значений 


в) 01; +5). 


она достигает на концах промежутка, сели, разумеется, эти концы 


у = 3-3 а = |1] 4. 


6) При х < 0 функция возрастает, значит, на заданном промежут- 
ке своих наименьшего и наибольшего значений она достигает на 
концах промежутка, если, разумеется, эти концы принадлежат про 


межутку, В рассматриваемом случае имеем: Уи = (2) = 1, а Ум 
не существует (правый конец ие примадлежит заданному проме- 


жутку). 
в) С помощью графика функции (см. рие. 144) устанавливаем, 
что у,» не существует, а уза = 1. 


Речь пойдёт о функциях у=х', у=х*, у=х* ит. д. Одну такую 
Єуакцию вы изучили э курсе оллбоы Это класса — это была фук 
цину жа”, т.е. уч 1. Её график — гипер" 
бола (рие, 145). График любой функции 
у = ти-т похож на гиперболу. 

Свойства функции у = х =: 

1) =; 0) О (0; +90); 

2) нечётная функция; 

3) убывает и на открытом луче (0; +90), 
на открытом луче (20; 0) 


6) вареза и при х < О, тариа 0 
7) Е = С°; 0) Ч (0; +оо); 
8) выпукла вверх при х < 0, выпукла вниз при х > 0, 


ПРИМЕР 4 
Построить график функции у = (х = 193 + 2. 


Решение 


1) Перейдём к вспомогательной системе координат с нача” 
лом в точке (1; 2) (рис. 146, а). 


2) Построив линию, служащую графиком функции у = х в но- 
требуе- 


Подведём итоги. Если п © №, то: 

ар) функции у = х?" выглядит так, как показано на 
рис. 147; 

— график функции у = хіт"! выглядит так, как показано ма 
рис. 148; 


рис. 149; 


— график функции у = х9 выглядит так, как показано на 
рис. 150. 


Функции у = х 2% выглядит так, как показано на 


10. 


Рис. 150 


Вопросы для самопроверки 


Покажите схематически, как выглядит график функции 
ул", пем. 

Покажите схематически, кан выглядит график функции 
у= х2 "1, пе М. 

Обладает ли график функции у = х?', п < №, симметрией? 
Относительно чего? 


- Являетея ли функция у = х2, п Є №, чётной или нечётной? 
- Обладает ли график функции у = 1” "1, я С №, симмет- 


рмей? Относительно чего? 
Является ли функция у = х*^ *}, п Є №, чётной или нечетной? 
Какова область значений функции џ = х2, пе №? 


. Какова область значений функции у = х2», п СМ? 
. Какое из утверждений верно: 


а) функция у = х, л Є №, возрастает при х > 0 и убывает 
при х < 0; 

6) функция у = хм, л Є №, возрастает при х > 0 и возраста 
отри х < 0; 

ву функция у = х?е, не М, убывает при х > 0 и убывает 


, возрастает при х > 0 и убы- 


=; 

в) баасаа ан, ушала уак 
при х < 0; 

т) функция у = х2" * 1, п С №, убывает при х > 0 и возрас- 
тает при х < 


ТЛАВА 3. ЧИСЛОВЫЕ ФУНКЦИИ 


п. 


. Поу 


Какое из утверждений верно: 

а) функция у = д" °!, п Є №, выпукла вверх при х > 0 
и выпукла вниз при < 0; 

6) функция у = х9 "1, п Є №, выпукла вверх при х > 0 
и выпукла вверх при х < 0; 

в) функция у = х2 ``, пе №, выпукла вниз при х > 0 
и выпукла вверх при х < 0; 

г) функция у = х?" ° !, л є №, выпукла вниз при х > 0 
и выпукла вниз при х < 0? 

Покажите схематически, как выглядит график функции 

уе хі, пс. 

хаити ески, как выглядит график функции 
пе. 


у= х 


. Обладает ли график функции у = х7", л Є М, симметрией? 


Относительно чего? 


. Является ли фупкция у = х 2", п С М, чётной или нечётной? 
. Обладает ли график функции у = х ©" №, п Є №, симмет- 


рией? Относительно чего? 


. Является ли функция у = 2% 7), п < М, чётной или нечёт- 


ной? 


. Какова область значений функции у = х 3", п С №? 
. Какова область значений функции у = х8" 9, л е №? 


Что такое асимптота графика функции и = /(х)? 


. Запишите уравнения асимптот графика функции у * =”, 


пЕМ, 


. Запишите уравнения асимптот графика функции у = х (09 1, 


пе. 

Какое из утверждений верно: 

а) функция у = 7%", л Є №, возрастает при х > 0 и убывает 
при х < 0; 

6) функция у = х 3, п Є №, возрастает при х > 0 и возрас- 
тает при х < 0: 

в) функция у = х 4%, п Є №, убывает при х > 0 и убывает 
при х < 0; 

г) функция у = х 2", п С №, убывает при х > 0 и возрастает 
при х < 0? 

Какое из утверждений верно: 

а) функция у = х2", л є №, возрастает при х > 0 и убы- 
вает при х < 0; 

6) функция у= х7 1, п Є М, возрастает при х > 0 и воз- 


растает при х < 0; 
в) функция у = <*>, п Є №, убывает при х > 0 и убыва- 
ет при х < 0; 
т) функция у = х0" 9, л Є М, убывает при х > 0 и возрас- 
тает при х < 0? 


еее Го 


25. Какое из утверждений верно: 
а) функция у = х9", п Є М, выпукла вверх при х > 0 и 
выпукла вниз при х < 
6) функция у = х = 9, п Є №, выпукла вверх при х > Оби 
выпукла вверх при х < 0; 
в) функция у = х0" 9, п Є №, выпукла вниз прих > би 
выпукла вверх при х < 0: 
г) функция у = х "В, пем, 
выпукла вииз при х < 0? 


зыпукла вниз при х > 0 и 


Число $ пазывают кубичеєким корнем (или корнем третьей степе 
ни) из числа а, если выполилется равенство в’ = 


Пишут Уа = Б; а — лодкоренное число, З — показатель корня. 
Таким образом, равенства а = 5; № = а и (ўа)? = а эквива 
лентны, т, е. выражают одну и ту же зависимость между дейст- 
зительными числами а и Б. Короче это можно записать так: 
фа =Ь е В? = а; => — знак эквивалентности. 
Например, {27 = 3, так как 3* = 27; {1 =1, так как 19 = 1; 


00 = 0, так как 0? = 0; {64 = -4, так как (-4) = -64 


Е 


са 
Зе т з. так 


Кубический корень {а существует для любого числа а. Это 
утверждение доказывается в курсе высшей математики. Мы бу- 
дем пользоваться им без доказательства. При извлечении куби- 

ческого кория сравнительно редко получается рацио- 
разна пальное число. Чаще получается иррациональное число, 
Кра, для которого можно найти лишь приближённое значе 
ние. 


ід 


Докажем для примера, что {5 — иррациональное число. Предпо- 
ложим противное, что {5 — рациональное число, т. е. {5 = 2, где 


М 
= — несократимая обыкновенная дробь. Тогда [=] =5 т.е 
т? = '. Последнее равенство означает, что т? : 5, т. е, 'туральное 
число т? делится на 5 без остатка (напомним, что символ : означает 
«делится на»). 

Но это возможно тогда м только тогда, когда т 1 5, т. е. т = 54, 
где Ё — некоторое 
сто т в равенство т? = бп"; получим (5А? = Эп", откуда п? = 2548, 

равенство означает, что п? : 25 и уж тем более л? : 5. Но 
тогда н л 5. 


Итак, получили, что т 5 и л 5. Отсюда следует, что дробь 5 — 


сократимая (её чиелитель н знаменатель можно сократить на 5), а 
это противоречит условию, согласно которому 2 — несократимая 
дробь. 

Полученное противоречие означает, что наше предположение о 
рациональности числа {5 неверно, т. е. это число иррациональное. 

Корень третьей степени из положительного числа — положитель- 
ное число, а корень третьей степени из отрицательного числа — от. 
рицательное число. Это следует из того, что при возведении в куб 
знак числа мо меняется. Справедливо тождество 

ух = - х. 

В самом деле, пусть = = Ва {х = с. Тогда Б? = -х, а сї = х. 
Отсюда следует, что Б? = —с*, или Б? = (-с)?. Из последнего равенства 
следует, что В = -с, т, е, х = 0х, 


ПРИМЕР 
Доказать, что: 
О-о о Еа ГЕУ 


а) (ба Б) (887 (0), = оь. значит, а Б — это 
число, куб которого равен а. А таким числом является 


аб. Значит, Уа5 = {а - 6. 
6) Доказывается 


Решение 


Е ыа 


Рассмотрим функцию у = Ут, х є [0; +22) отметим некоторые её 
свойства и построим график. Введём привычное обозначение: 
Из = х. 

1) 100 = [0; +=). 

2) у = {х — возрастающая функция на луче [0; +0). 

В самом деле, пусть 0 < ху < ху; нам надо доказать, что тогда и 
ух. < Ух». Предположим противное, что ўз, > /х,. Тогда по евой- 


а а 
ству числовых неравенств (х)? > (4х, ) „т. е. ху > х, что противо" 
речит условию. Значит, наше предположение неверно, а потому 
Фа < фк. 

3) Функция у = Ўх не ограничена сверху на луче [0; +05), Пред" 
положим противное: существует число М > 0 такое, что для любого 
х Е [0; +2) выполняется неравенство {х < М. Возьмём на луче 
(0; +90) точку ху = (М + 1, Тогда Ижь) И(хь) = ЦСМ + 1" = М+1 > М, 
Итак, мы нашли точку хә, в которой выполняется неравенство 
Гоху) > М. Это противоречит предположению о том, что для любого 
х 2 0 выполняется неравенство /(х) < М. Значит, наше предположе- 
ние неверно, т. е. функция не ограничена сверху. В то же время она 
ограничена снизу: на луче [0; +22) выполняется неравенство ўх > 0. 

следствием 


Построим график функции у = { на луче [0; +55). Составим та- 
блицу значений. 


Построим точки (0; 0), 01: 1), (8: 2), [3 


плоскости (рис. 151, а); они намечают некоторую линию, проведём 
ве (рис. 151, 6). Мы учитываем при этом и то, что функция возраста- 
ет, и то, что она не ограничена сверху. 

Поскольку, как доказано выше, справедливо тождество 
{2х = -{х. функция у = Ўх является нечётной. Воспользовав- 
шись этим, добавим к графику, построенному на рис. 151, 0, ветвь, 
симметричную ему ю начала координат. Тогда получим 


весь график функции у = {х (рис, 152). Перечислим свойства этой 
функции, 
Свойства функции у = Ух: 
1) Д0) = (59; оо); 
2) у = х — печётная функция: 
3) функция у = Ўх возрастает на всей числовой прямой; 
4} функции у = {х не ограничена ни снизу, ни сверху; 
5) у функции нет ни наименьшего, ни наибольшего значений; 
6) функция непрерывна на всей числовой прямой; 
т) Е = 29; +55 
8) функция выпукла вниз на (-с5; 0] м выпукла вверх на [0; +25). 
Обратите внимание: в точке х = 0 график касается оси у. 


ция, то х = 8 — единственный корень заданного уравнения (геоме- 
трическая иллюстрация представлена на рис. 153). 


Построить график фупкцим у = ўх +1 - 2. 


Перейдём к вспомогательной системе координат © началом. 
в точке (-1; -2) (пунктирные прямые х = -1, у = -2 на 
рис. 154) и «привяжем» функцию у = Ўх к новой системе коорди- 
нат. Получим требуемый график (см. рис. 154). 


Построить и прочитать график функции 
-2 - х, если х < 1, 
7 |4, если х2 1. 


Построим прямую у = -2 - х и возьмём её часть при х < -1 

(рис. 155). Построим график функции у = Ўх и возьмём 
его часть при х > -1 (рис, 156). А теперь обе построенные линии рас- 
положим в одной системе координат (рис. 157) — это и будет требуе- 
мый график, 


НЕНЕРЕЕНЕЯ 


Прочитаем 

1) І) = (5; +5); 

2) функция не является ни чётной, пи нечётной: 
3) убывает на (20; —1, возрастает на [-1; +20); 


6) функция непрерывна на всей числовой прямой: 
Т) Е = 1-1: +9). 


тервале функция принимает отрицательные значения; (0; +00) — на 
этом открытом луче функция принимает положительные значения, 


Вопросы для самопроверки 

1. Что называют кубическим корнем (или корнем третьей 
степени) из числа а? 

2, Обълсните, почему равенство {64 = 4 является верным, а 
равенство {9 = 2 — неверным. 


8. Какова область определения функции у = {х7 
4. Какова область значений функции у = {х7 
5. Является ли функция у = {х возрастающей; убывающей; 
монотонной; немонотонной? 
6. Какое из утверждений верно: 
а) функция у = {х возрастает при х > 0 и убывает при 
х< 0; 
6) бутацих р = Е воерастыт при = > 0 и воврастиет при 
х< 0; 


з) Функция у = {= убывает при х 2 0 и убывает при 
х<0; 

Ш Фрая р = ОЕ ызит цих > 0 я серагтыт сри 
х 


7. Какое из утверждений верио: 

а) функция у = {Е выпукла вверх при х > 0 и выпукла 
вниз при х < 0; 

6) функция у = {х выпукла вверх при х > 0 и выпукла 
вверх при х < 0; 

в) функция у = {х выпукла вниз при х > 0 и выпукла 
вверх при х < 0; 

ту функция у = ўх выпукла вниз при х > 0 и выпукла 


из части графика функции у = {х и луча графика линей- 
ной функции. Задайте её графически и аналитически, 


Основные результаты 


В этой главе мы навели относительный порядок в наших 

представлениях о функциях, их свойствах м графиках, ко- 

торые складывались постепенно в ходе изучения алгебры в 

7-м и 8-м классах. 

Мы сформулировали определения следующих понятий: 

— функция, область определения, область значений функ- 
ция; 

— монотонность (возрастание и убывание) функции; 

— ограниченность функции снизу, сверху; 

— наименьшее и наибольшее значения функции; 

— чётность и нечётность функции; 

— кубический корень. 

Вы познакомились с различными способами задания функ- 

ции: 

— аналитическим, графическим, табличпым, словесным, 

Вы узнали новые математические термины: 

— четиая функция, нечетная функция; 

— степенная функция. 

Мы ввели новые обозначения (новые символы математиче- 

ского языка): Ш) для области определения функции 

у= Кх); ЕСО для области значений функции 

Вы узнали новые математические модели 

у= х", у = х", где п — натуральное число, и функцию 

у = Уз; рассмотрели их свойства и графики. 

Мы обсудили геометрические особенности графика: 

— возрастающей функции, рееятрыей функции; 


Вы научились строить графики функций у = х", у = х" 
(пе №), у = Ўх, описывать их свойства. 


Темы исследовательских работ 


танан Юр 

ит 15). 

. Графики функций, аналитическое задание которых содер- 
жит знаки модуля, 

. Функционально-графические методы решения уравнений. 


ПРОГРЕССИИ 


$21. Числовые последовательности 
$22. Свойства числовых 
последовательностей 


$23. Арифметическая прогрессия 
$24. Геометрическая прогрессия 
ГЛАВА $25. Метод математической индукции 


Рассмотрим четыре функции: 
у= 22, хє [0; 1} Зуя; 

Зуи = х2, х С[0; #5 Фуз? СА. 

Они заданы одной и той же формулой у = х?, по области опреде" 
ления функций различны. В первом елучае 0(/) = [0: 1]. Во втором — 
14р = [0: +). В третьем область определения функции пе указана, 
Согласно действующей в математике договорённости подразумева 
ется, что в этом случае 0(/) совпадает с областью определения вы- 
ражения, задающего функцию, т. е. е областью определения выра- 
жения х2: [СЛ = (-=5; +22). Наконец, в четвёртом случае областью 
определения функции является множество № натуральных чисел: 
1ХЛ = М. Графики этих функций изображены на рис. 158—161. 

Согласитесь, что первые три функции более привычны для вас, 
нежели четвёртая. На протяжении трёх лет изучения алгебры в шко- 
ле мы рассматривали самые разные функции, но областью их опре- 
деления практически всегда был какой-либо промежуток или объеди- 
нение нескольких промежутков, а график функции состоял из одной 
или нескольких сплошных линий. А как обстоит дело с четвёртой 
функцией? Её область определения — множество натуральных чи- 
сел — состоит из отдельных точек (математики говорят: чиз изо- 
лированных точек»), соответственно, и график функции состоит из 
отдельных точек. Возникает вопрос, а нужно ли изучать функции, 
заданные на множестве натуральных чисел. встречаются ли они в 


Рис. 160 


Рис. 161 


реальной жизни; точнее, встречаются ли ситуации, математические 
модели которых представляют собой функции с областью определе" 
ния № 

Вспомним задачу из учебника «Алгебра-Т»: «На складе имеется 
500 т угля, каждый день подвозят по 30 т. Сколько угля будет на 
складе через день, 2 дня, З дня, 15 дней ит. д.2» 

Если за х принять число дней, а за у — количество угля (в тон- 
нах), то математической моделью ситуации будет линейная функ- 
ция, заданная на множестве № натуральных чисел: 

ич 500 + 30, хє №. 

Ещё пример. На банковский счёт положили а р. Банк ежемесяч- 
но на сумму, находящуюся на счету, начисляет р%. Сколько денег 
на счету станет через месяц, 2 месяца, 12 месяцев и т. д.7 

Оказывается, математической моделью этой ситуации служит 
Функция у = а "2", х Є №; здесь у — сумма вклада (в рублях), х — 
число полных месяцев, прошедших с момента открытия счёта, а 


 — некоторый положительный коэффициент, связанный с банков- 
ским процентом р (обычно используют приближённую формулу 
№ = 0,0146). 

Ответ на поставленный вопрос мы получили: функции, задан“ 
ные на множестве натуральных чисел (у = /(х), х Є №), нужно изу- 
чать. 

А зачем писать у = /(х), х Є М, не проще ли в таких случаях пи- 
сать у = (п), договорившись раз и навсегда, что аргумент п — на- 
туральное число (п < №? Так и сделаем. В рассмотренных выше при 
мерах: 

вместо у = х7, х Є №, напишем у = п; 

вместо у = 500 + 30х, х Є №, напишем у = 500 + 30; 

вместо у = а ` 21", х С №, напишем у= а • 2%. 

На практике оказалось удобным вместо /(1) писать у, вместо 
002) — у», вместо 3) — уз, вместо (п) — у». Значения функции 
у = (п) можно записать последовательно одно за другим: /(1), (2), 
163), ..., М), ... или, в соответствии с указанной выше договорён- 
ностью, у, Из, И», Например, для функции у = п? полу- 
ч 


ме 1 
= 2 = 
"3: 
ци = 42 = бит. д. 


Полученные значения запишем последовательно одно за другим: 
1,4, 9, 16, . 


Число 1 в этой записи находится на первом месте, 4 
9 — на третьем, 16 — на четвёртом, а п? — на пем месте. 
Подчеркием ещё раз, что следующие записи: 
1) у= Их), хем: 
2) у= И"); 
3) АІ), М2), А), ..., Й), „.. или уз, у И, 
по форме, но одинаковы по содержанию. 


— различны 


Фупкцию вида у = /(х), х Є М, называют функцией натурального 
аргумента или числовой последовательностью и обозначают у = /(л) 
Или Ул» (2. Шан ине Мая + 


5) Значения уз, У», Уз (и т. д.) называют первым, вто- 

рых, третьим (и т. д.) членами последовательности со 
ответственно. В символе у, число п называют индексом, 
он указывает порядковый номер того или иного члена 
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последовательности (в записи Уз, Уз, Из, -..› Маз +..). Иногда для обо- 
значения последовательности используется запись (у). 

Многоточия в обозначении последовательности (имеется в виду 
запись уз, У», Уз ---› Исо) означают, что правее уз располагаются 
дальнейшие члены последовательности (уц, у, Ув м т. д.), рядом су, 
ходятся (а в случае необходимости и записываются) у,-1 (слева) и 
гел (справа). Члену у,-, предшествует у,-в, а з у, следует џ, 2 
ит. д. 

Для обозначения членов последовательности используются раз 
личные буквы, например: хү, ха, ху, +2.’ Хи --, Или 9), 9р Яр о 
а,, о. или Бу, Ба, Бр В, 

Как известно, функция может быть задана различными способа- 
ми: аналитически, графически, словесно и т. д. (см. $ 16). Последо- 
вательность как частный случай функции тоже можно задавать раз- 
личными способами, среди которых особенно важны три: аналити 
ческий, словесный и рекуррентный. 


Суть этого способа задания последовательности поясним на примере, 
Известно, что /2 = 1,41421.... С этим иррациональным числом мож- 
но связать две последовательности: 

1) последовательность десятичных приближений числа \/2 по не- 
достатку 1, 1,4, 1.41, 1,414, 1,4142, 1,41421,. 

2) последовательность десятичных приближений числа {2 по из- 
бытку 2, 1,5, 1,42, 1,415, 1,4143, 1,41422, .... 

В обоих случаях правило составления последовательности описа- 
мо словами (не формулой). 

Еще один пример — последовательность простых чисел: 

2,3,5, 7, Ц, 13,17,19, 23, 29,.... 
Последовательноеть задана словесно. 


Говорят, что последовательность задана аналитически, если указана 
формула её п-го члена у, = /(п). Например, у, = и? — это аналитиче- 
ское задание последовательности 1, 4, 9, 16, ..., п, ..., о которой 
шла речь выше. Указав конкретное значение п, нетрудно найти член 
последовательности с соответствующим номером. Если, например, 
п=9, тоу. = 9, т.е. уу = 81; если л = 27, то уз: = 272, т. е. ут = 729. 


А сели взят определённый член последовательности, то можно ука- 
зать его помер. Например, если у, = 625, то из уравнения п? = 625 
находим, что п = 25. Это значит, что 25-й член заданной последова- 
тельности равен 625. 


Для последовательности у, = ("4 находим: 


меер 


и = 


м6 = 


ПЕС 


. д. 
Таким образом, получаем последовательность 


Ш, е 


Заметим, что эту же последовательность можно было задать ана- 
литически в виде кусочной функции у = /(п), где 


, если л — нечётное натуральное число, 


(т) = 
1. воли п — чётное натуральное число, 
Как и в предыдущем примере, нетрудно найти член последова- 
ө тельности с заданным номером. Например, Из = 05. а Ум = 15. 


Если у. = С, то речь идёт о последовательности С. С, 


стационарная у 


которую называют стационарной. 


Как видите, зная формулу п-го члена последователь- 

аан ности, нетрудно найти её первый, второй, третий члены 
и вообще любой член с указанным номером. Гораздо 

трудное решать обратную задачу: угадывать возможную формулу 


п-го члена последовательности, для которой указано несколько пер- 
вых членов. 


Найти одну из возможных формул п-го члена последовательности: 
а) 1,3, 5,7,9, в) 7, 11, 15, 19, 23, 


6) 4,8, 12, 16, 20, 02,.2,1,5, 6 


следовательности 
у. = 4л + 3. На рис. 162 изображён график 
последовательности у, = 4п + 3, т. е. график 
функции у = 4х +3, х С №. Он состоит из то- 
чек прямой у = 4х + З е абсциссами х = 1, 
х=2, х= 3, х=4ит, д. 


т) Если записать перкый член 2 


в виде Т. 


то можио догадаться, что и, = 21. 


Дана последовательность и, = 24л + 36 — бї, 
1) Сколько в ней положительных членов? 
.6) Найти наибольший член последовательности. 
в) Есть ли в последовательности наименьший член? 


Здесь удобно перейти к «функциональному» определению 
последовательности: рассмотрим функцию у = 24х + 36 — 
= 5л? при х Е М. 

а) Чтобы ответить на поставленный вопрос, решим неравенство 
24: + 36 - 5х1 > 0. 


Из уравнения 24х + 36 — 5х? = 0 находим: ху = 6, х, = -6, Уравие- 
ние оси симметрии параболы у = -5х? + 24х + 36 можно найти по 
Формуле х = 2-22, получим х = 2,4. На рис. 163 схематически (с 
зенаат о бб туобак бранна ува. 

Неравенство 

245 +36 - 50" 20 
выполняется при 6 < х < 6. В этом иптервале содержится пять на- 
туральных чисел (1, 2, 3, 4, 5); соответственно в заданной последова- 


Рие. 163 


6) График последовательности со- 
стоит из точек параболы с абсциссами 
1, 2, 3, 4, 5, 6, .... Среди них можно 
найти точку е наибольшей ординатой. 
Ясно, что это будет точка, наиболее 
близко расположенная к оси парабо- 
лы. Уравление оси, напомним, х = 
2,4, ближайшая точка последователь“ 
мости имеет абециссу х = 2. Значит, 
наибольшим членом последовательно- 
сти является у. Осталось вычислить 
значение второго члена поеледова“ 
тельности у, = 24л + 36 — 52: 


у: = 24-2+36-5-21 = 64. 
в) Члены последовательности, начиная с третьего, располагаются 
на правой ветви построенной параболы. Наименьшего среди них нет, 


ШЕСТВИЯ 05 бу. - 64 — наибольший член последовательности; 


в) наименьшего члена у последовательности нет. 


= 


Важный для приложений способ задания последовательности состо- 
ит в том, что указывается правило, позволяющее вычислить пй член 
последовательности. если известны её предыдущие чле 
ны. При вычислении членов последовательности по это- 
му правилу мы как бы всё время возвращаемся назад и. 
выясняем, чему равны предыдущие члены. Такой способ 
задания последовательности называют рекуррентным (от. 
лат. слова гесигтеге — возвращаться). Чаще всего в таких 
случаях указывают формулу, позволяющую выразить п-й 
член последовательности через предыдущие, и задают 1 
ных члена последовательности. Приведём примеры. 
ит 3: у, ту 1+ 4, если п = 2, 3, 4,... . Иными словами, п-й 
член последовательности получается из предыдущего (п – 1)-го члена 
прибавлением к нему числа 


2 началь 


= +4=3+4=7; 
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= +4=1+4=И; 
и =у+4= +415 ит.д. 
Тем самым получаем последовательность 
3,7, 11, 15, 
Заметим, что эту последовательность нетрудно задать аналитиче- 
ски: у, = 4п - 1. 
2. и = 3; у, = Зы, в, если п = 2, 3, 4, .... Иными словами, п-й 


член последовательности получается из предыдущего (п — 1)-го члена 
умножением его на 2: 


= = 2-6 = 12; 
цн 243 = 2. 12 = 24 ит. д, 


Тем самым получаем последовательность 
3, 6, 12, 24, .... 


Заметим, что и здесь нетрудно перейти к аналитическому зада- 
нию последовательности: у, = 3° 2" 1. 
З. уе 1, = 1, у = Ина + Изге ели п = 3, 4, 5, .... Иными сло- 


вами, л-й член последовательности равен сумме двух предшеству- 
ющих ему членов. Ита) 

и-1: 

=: 


нии = 1+1 = 2; 
тии = 1+ 2=3; 
= +и 2+3=5: 
тоту + =3+5 
ПОЯ 
и. +01=8+13=2 
+= 13 + 21 = 3, 
Мот 21 + 34 = 55 ит. д. 


Фибоначчи. или Леонардо Пизанский 
(ок. 1170 — ок. 1250), первый круп 
вый математик средневековой 


С ето трудов в Европе стала распро- 
страняться позиционная система счис- 


ления (ранее была римская нотаци: 


Тем самым получаем последователь- 
ность 


1,1,2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,... 

Эту последовательность специаль- 
но изучают в математике, поскольку 
она обладает целым рядом интересных 


свойств. Её называют лоследовательностью Фибоначчи — по имени 
итальянского математика ХШ века. Задать последовательность Фи- 
боначчи рекуррентно — легко, а аналитически — труднее: она зада- 
ется с помощью формулы Бинё 


1068) (87) 
©  последовательность Фибоначчи: 


ПРИМЕР 3 


Последовательность (у,) задана рекуррентно: у = 1, у; = 2, у, = 
= 5, -1- бу, -„, если п > 2. Задать эту последовательность аналитиче- 
ски. 


Решение Найдём несколько начальных членов последовательности: 
м1 
= 2: 
= 5: - би =5-2-6-1-=4; 

2=8; 


= Бу би = 5 


естественное предположение, что у, = 25 '. Чтобы убедиться в его 


Бу. у - бу, :-5- 2772-6. 2778 = 2779. (5:26) = 
а 293-0121, 


Рекуррентиое соотношение выполняется, наша догадка подтвер- 


Ответ у= 25. 


Ответ 


ПРИМЕР 4 


Решение 


Последовательность (у,) задана рекуррентно: 
ша. у. ау, + 4, если и > 1. 


При каких значениях параметра а последовательность является 
стационарной? 


Последовательность (у,), у которой у, будет стационар- 
ной, если каждый её член равен а, в частности, у, = а, 
. Тогда рекуррентное соотношен 
иа 40,1 +4 


да +4, т.е. а' - 5а + 4. = 0. Решив это урашше- 
ние, находим а; = 1. а, = 4. 


ГЫ 


При а = 1 или при а = 4. 


Среди рекуррентно заданных последовательностей особо выделя- 
ют два простых, но важных случая: 1) указан первый член последо- 
вательности у; = а и задано рекуррентное соотношение у, = у, 1 + 4 
ба и й — числа); 2) указан первый член последовательности уу = Ри 
задано рекуррентное соотношение у, =у. 1-9 6 ид — числа). 
В первом случае говорят, что задана арифметическая прогрессия (єм. 
пример 3), во втором — что задана геометрическая прогрессия (ем. 
пример 4). Подробнее о прогрессиях речь пойдёт в $ 23 и 24. 


Вопросы для самопроверки 


1. Что такое числовая последовательность? 

2. Что значит задать последовательность аналитически? При- 
ведите примеры аналитически заданных последовательно" 
стей. 

3. Приведите пример словесно заданной поєледовательности. 

4. Что значит задать последовательность рекуррентно? При- 
ведите пример рекуррентно заданной последовательности. 


Числовая последовательность — частный случай числовой функции, 
а потому некоторые свойства функций можно перенести и на после- 
довательности. 


Последовательность (у,) называют ограниченной сверху, если суще 
ствует такое число М, что для любого п © № выполняется неравен" 
ство у, < М. Иными словами, последовательность ограничена свер. 
ху, если все её члены не больше некоторого числа. 


Число М называют верхней границей последовательности. Ясно, 
что если последовательность ограничена сверху, то у неё бесконечно 
много верхних границ: М,М+1, М+2, М #4, бит. д. 

Например, последовательность -1, -4, -9, -16, -25, ..., -п', ... 
ограничена сверху; в качестве верхней границы можно взять чис- 
ло -1 (или любое число, большее чем -1). 


Последовательность называют ограниченной снизу, если существу“ 
ет такое число т, что для любого п © № выполняется неравенство 
у. > т. Иными словами, последовательность ограничена снизу, ес- 
ли все еб члены не меньше некоторого числа. 


Число т называют нижней границей последовательности. Напри- 
мер, последовательность 1, 4, 9, 16, 25, ..., п“, ... ограничена снизу; 
в качество нижней границы можно взять число 1 (или любое число, 
5) меньшее чем 1). 


Если последовательность ограничена и сверху, и сни" 
‘ограниченность | ЗУ, то её называют ограниченной последовательностью. 
последовательно- Например, ограниченной является последовательность 1, 


ый е . В качестве верхней границы можно 
ей взять число 1, в качестве нижней — число 0. Если по- 
граница строить график этой последовательности, т. е. график 
‘ограниченная 


по- функции у = ЕЯ х є №, то можно заметить, что весь гра- 


фик расположен в полосе между двумя горизонтальными 


прямыми (в данном случае это у = 0 и 
рис. 164). Но в этом и состоит, 
как известно, геометрический 
‘ограниченности функции (см. $ 17). 
Особенно наглядным становится 
свойство ограниченности последователь- 
ности, если члены последовательности 
отметить точками на числовой прямой. 
Ограниченность последовательности оз- 
пачает, что все члены последовательности принадлежат некоторому 


отрезку. Так, изобразив члены последовательности у, = 1 точками на 


числовой прямой, замечаем, что все они принадлежат отрезку [0; 1] 
(рис. 165). 


ит.д. 

Эта последовательность ограничена снизу: все её члены удовлет- 
воряют неравенству у. > 1. Выясним, является ли последователь- 
ность ограниченной сверху. Рассмотрим её л-й член (п > 1): 


322. свойства числовых. 


В этой сумме п слагаемых, причём наименьшим из них яв- 


ляется последнее слагаемое р Значит, у. >п- т 


> м. 


Поскольку число \/п можно выбрать больше любого заданного числа 
М, то и у. можно выбрать больше любого заданного числа М, Это 
значит, что последовательность не ограничена сверху. 


рете 


Последовательность ограничена снизу м не ограничена 
сверху. 


Например, последовательмость 1 


тающая. 


Последовательность (у.) называют убывающей, если каждый её 
член (кроме первого) меньше предыдущего: 


Последовательность (у,) называют возрастающей, осли каждый её 
член (кроме первого) больше предыдущего: 


ГЛЫ ЫА ЫА ЫА < 


9, 16, 25,... „ п?, ... — возрае- 


т > > Ы Ы 4-1 > ЛА 


Например, последовательность 1, Е 11 


Возрастающие и убывающие последовательности объ- 
единяют общим термином — монотонные последователь- 
ности. Например, последовательности 1, 4, 9, 16, 25, ..., 


— монотонные, а последова- 
1 

-1)*-4. 
КЕ 
Исследуют последовательности на монотонность с по- 
мощью приведённых выше определений, но иногда быва- 


ет удобно использовать следующее достаточно очевидное 
утверждение: если функция у = Дх) возрастает (убыва’ 


е монотонная, 


ет) на луче [1; #99), то последовательность у, = Кп) возрастает 
(убывает). Например, функция у = х? возрастает на луче [1; +оо) и 
последовательность у, = п? возрастает; функция и = 1 убывает на лу- 


че (1: +5) и последовательность у, = 2 убывает. 


Исследовать на монотонность последовательность у, = 27. 
Выпишем л-й и (л + 1 члены послеловательности: у, = 27, 


иас, = ВН. Чтобы сравнить эти члены, составим их раз. 
мость и оценим её знак: 


ГЕЧЕ Е ВЕРЫ а. 


Для натуральных значений л ИЕ, 
и 1 < 2л2, Сложив их, получим 2л + 1 < 4и?. Значит, для любых на- 
туральных значений п справедливо неравенство 211-112 < 0, т. е. 
уф < 0. 

Итак, для любых натуральных значений п выполняется неравен- 
ство у,.1 < Ин а это значит, что последовательность (у,) убывает, 


Исследовать па мопотовноеть последовательноеть И, = тт. 


ПРасемотрим функцию у = отт. Здесь х > 0, знамена, 
тель дроби с увеличением х увеличивается, значит, дробь 2те 


1 
зт У 
личивается. Отсюда вывод: функция возрастает при х > 0, а зна- 
чит, возрастает и на луче [1; +00). Но тогда и последовательность 


1 
в. рур позрастает. 


уменьшается и, соответственно, значение выражения ~. 


Последовательность (у) задана рекуррентно: 
ита, у. = 


Доказать, что при а > 5 последовательность является возрастаю- 
щей. 


— З4,-1 5, вели п > 1. 


Последовательность (у,) будет возрастающей, если у, > И, 1 
для любого номера п > 1. Воспользовавшись заданным ре- 
куррентным соотношением, запишем интересующее нас неравенство 
в виде 


У: - Зи, - а) 


и решим его, положив для удобства у, ; =. 
в -5> НН -4-5>0;1< -1.1> 5. 
< -1, нас явно не митересует: 
вательпость пе может быть возрастающей, по- 
скольку по условию у; = а > 5. Остаётся случай 2 > 5. Если 1 > 5, 
т.е. 41 > 5, то неравенство (1) выполняется, значит, у. > у 1. 
будем рассуждать так. По условию у; = а. Если а > 5, т. е. 
у, > 5, то выполняется неравенство у; > уу. Отсюда следует, что 
уз > 5, но тогда выполняется неравенство у, > у;. Отсюда следует, 
что у, > 5, но тогда выполняется неравенство уз > уз и т. д. Тем са 
мым доказано, что заданная последовательность при а > 5 возрас- 
тает. 


2. Приведите пример: а) возрастающей последовательности; 
6) убывающей последовательности; в) немонотоиной после- 
довательности. 

3. Какую последовательность называют: а) ограниченной сни- 
зу: 6) ограниченной сверху; в) ограниченной? 

4. Приведите пример последовательности: а) ограниченной 
снизу; 6) ограниченной сверху; в) ограниченной; г) не огра" 
ниченной ни снизу, ни сверху. 


Числовую последовательность, каждый член которой, начиная со 
второго, равен сумме предыдущего члена и некоторого числа 4, на- 
число 4 — разностью ариф- 


Таким образом, арифметическая прогрессия — это числовая последо- 


вательность (а.), заданная рекуррентно соотношениям! 


прогрессти (а м й — заданные числа). 


Можно ли, глядя на числовую последовательность, 

установить, является ли она арифметической прогресси- 

ей? Можно. Если вы убедились в том, что разность между любым 

членом последовательности и предшествующим ему членом постоян” 

на (т. ©. а, - ан жа ..), то перед вами — арифыетиче- 

ская прогрессия. Разумеется, при этом предполагается, что обнару- 

женная закономерность выполняется ие только для явно выписан- 

ных членов последовательности, но м для всей последовательности в 
целом. Приведем примеры. 

1.1,3, 5.7.9, 1, .... Это арифметическая прогрессия, у которой 
ат 1,4092. 

2. 20, 17, 14. 11, 8, 5,2, -1, -4, .... Это арифметическая прогрес- 
сия, у которой а, = 20, 4 = -3. 

3. 8, 8, 8, 8, 8, 8, .... Это арифметическая прогрессия, у которой 
а =8,4=0. 

Арифметическая прогрессия является возрастающей последова 
тельностью, если 4 > 0 (см. пример 1), и убывающей, если 4 < 0 (см. 
пример 2). 

Для обозначения того, что последовательность (а,) является ариф- 
метической прогрессией, иногда бывает удобна следующая запись: 

та а 

Значок + заменяет словосочетание «арифметическая прогрессия». 


Если в арифметической прогрессии отбросить все члены, следую- 
щие за каким-то конкретным членом последовательности, например 
за а. то получится конечная арифметическая прогрессия 

+91, 9.95... 

Иногда в конечной арифметической прогрессии удобно записы- 
вать не только несколько членов в начале, но и несколько членов в 
конце, например так: 

+а, а а 

В следующих пунктах этого параграфа рассмотрим наиболее важ- 

ные свойства арифметической прогрессии. 


Задание арифметической прогрессии, о котором идёт речь в опреде- 
ленин, является рекуррентным. Во многих случаях оно неудобно: 
чтобы вычислить, например, аһ. надо предварительно найти пред" 
шествующие 99 членов последовательности. Эту вычислительную ра- 
боту можно существенно упростить, если удастся найти формулу 
п-го члена, т. е, перейти к аналитическому заданию арифметиче 
ской прогрессии. 

Рассмотрим арифметическую прогрессию 01. аз, 
© разностью 4: 


ь + 4. 
ь +4 = (а, + 4) + Ч4=а, + 24, 
ь + 4 = (а, + 24) +4 
дтн = а + 30 +4 
Нетрудно догадаться, что для любого номера п справедливо ра- 
венство 


а. та, + п 14. а) 


«Нетрудно догадаться», «можно сообразить» и т. д. — это стили- 
стические обороты из области интуиции. Разумеется, математики 
ими пользуются, но в основном для открытия каких-то новых фак- 
тов, а ме для их обоснования. Формулу (1) мы «прочувствовали», но 
не обосновали. Приведём доказательство. 

Если п = 1, то а; та; + (1 ~ 14 — верное равенство, т. е. форму- 
ла (1) для п = 1 верш 

Предположим, что формула (1) верна для натурального числа 
п = №, т. е. предположим, что верно равенство а, = а: + ( – 14. Дока- 


Рис. 166 


жем, что тогда формула (1) верна м для следующего натурального 
числа п = В + 1, т. е. докажем, что а, а + 4. 

В самом деле, по определению арифметической прогрессии 
ан, = 4, +4, значит, 
жа, += (а, +06 4+4 аи + Ка. 

А теперь смотрите: для п = 1 формула (1) верна (это мы провери" 
ли). Далее мы доказали, что если формула (1) верна для числа п = А, 
то она верна и для л = + 1. Итак, формула (1) верна для п = 1, зна- 
чит, она верна и для л = 2; так как она верна для п = 2, то она верна 
и для п =3 ит, д. Значит, формула (1) верна для любого натурально" 
то числа п. 

Приведённый метод рассуждений носит название мелод матема- 
тической индукции (подробнее мы поговорим о нем в $ 25). 

Запишем формулу п-го члена арифметической прогрессии 
а. = а + – 14 в виде д, = йл + (а; – 4) и введем обозначения: 
а, 0,4-4 = т. Получим у = п + т, или 

утЧх+т, хем. 

Значит, арифметическую прогрессию можно рассматривать как 
линейную функцию (у = 4х + т), заданную на множестве № на. 
туральных чисел, Угловой коэффициент этой линейной функции ра- 
вен 4 — разности арифметиче- 
ской прогрессии. На рис, 166 схе- 
матически изображён график 
арифметической прогрессии — 
изолированные точки на прямой 
(е абециссами х = 1, х= 2, ха 8 
ит. д). 

Вернёмся к двум примерам, 
рассмотренным выше. 


191,3, 5, 7, 9,11, ... . Это арифметическая прогрессия, у ко- 
торой а, „а = 2. Составим формулу п-го члена: 
С! 
1+4 - 0) 2: 
а, = 21-1 


(заметим, что эту формулу нетрудно было угадать, глядя на задан- 

ную последовательность нечётных чисел 1, 3, 5, 7, ..). 
2) 20, 17, 14, 11,8, 5, 2, -1, -4, ... . Это арифметическая прогрес- 

сия, у которой а; = 20, 4 = -3. Составим формулу п-го члена: 

а= а + (п 14; 

а,= 20+т-1).(-3); 

а, - 23 - За. 


ПРИМЕР 1 


Во всех случаях в основе решения лежит формула п-го чле- 
на арифметической прогресени 
а, та, + (п - 14. 

в) ан та, + 214 =5+21-4=89. 
9 18 = -2+"- 0-3: 

118 =3и 5; 

п= 41. 

в) 83 = а, + 38 - (-2); 

а, = 159. 

г) -85 = 7+ 144; 


Ответ 


в) 159; г)-3. 


ПРИМЕР 2 


При делении девятого члена арифметической прогрессии па второй 
«ё член в частном получается 7; при делении десятого члена прогрес- 
сии на её пятый член в частном получается 2 и в остатке 5. Найти 
двадцатый член этой прогрессии. 

Условия задачи можно кратко записать так: 

Ч 


Решение 


2) а, = Та, 

З) аз = 20; + 5. 

Воспользовавшись формулой п-го члена арифметической прогрес- 
получим: 


Тогда второе условие задачи (а, = Та.) можно записать в виде 
а, + 84 = а, +9, 
те 


Третье условие задачи (а; = 2а; + 5) можно записать в виде 
а, + 94 = За, + 44) + 5, 


Ч=а, + 5. 
В итоге получаем очень простую систему двух линейных уравне- 
ний с двумя переменными а; и й: 
4 = ба, 
а= а +5. 


Решив систему, находим, что ар = 1, 4 = 6. 
Осталось вычислить двадцатый член прогрессии: 
аљ = а + 194 =1+19-6= 115. 


ПРИМЕР 3 


Могут ли числа 0, 37 и 2/13 быть членами одной арифметической 
‘прогрессии? 


Предположим, что эти числа являются членами одной 
арифметической прогрессии; пусть первый член прогрес" 
сии равен а, а разность прогрессии равна 4. Тогда 0 та + Ай, 
37 а + та, 24/13 ча + ра, где К, т, р — попарно различные целые 
неотрицательные числа. Вычтя первое равенство из второго, полу- 
мим 37 = Дот = №; вычтя первое равенство нә третьего, получим 
З р-а -0 
2,18 = ар - №. Значит, 202 = ЕСА, т, е, ЛЗ = ЕСЫ, полу 


лось, что ЛЗ — рациональное число, что неверно. Значит, наше 
предположение певерно, т. ©. заданные числа не являются членами 
одной арифметической прогрессии. 


Пусть дана конечная арифметическая прогрессия 
заа аа, 
Обозначим через 5, сумму её членов: 
5, =а на, +ау +... жаз ћау+а,. 


ЕС ИИ 


Рассмотрим конкретный пример отыскания 5,. Дана конечная 
арифметическая прогрессия 1, 2, 3, ..., 98, 99, 100. Сумму её членов 
вычислим следующим образом: 

5,0=1+2+3+...+ 98 + 99 + 100 = 
= (1 + 100) + (2 + 99) + (3 + 98) + (50 + 51) = 
= 101 + 101 +101 + 101+... + 101 = 101 - 50 = 5050. 


о ааны 


Есть легенда, что этот способ вычис- 
ления указанной суммы в возрасте пяти 
лет использовал К. Ф. Гаусс, которого 
считают величайшим математиком всех 
времен и называют королем митема- 
тики. 

Примерно та же идея используется 
для вычисления суммы членов произ“ 
зольной конечной арифметической про- 


гроссии. 
Для мачала заметим, что 
Кара Фридрих Гаусс (1777—1855), не- ага, утаа, 
мецхий математик, физик, астроном. 
В самом деле, по определению ариф- 


Сделал рил фундаментальных научных 
открытий. Оргапичио сочетал иселедо- метической прогрессии а; = 0, +4, 
вания в теоретической и прикладной а, у =а, - 4. Значит, 

математике. 


ауа = ба; + 0+ (а, = за, 
Аналогично можно установить, что 
аута атаа, та, + а, 
и вообще сумма члена. находящегося на м месте от начала конеч 
ной арифметической прогрессии, и члена, находящегося на єм ме 
сте от её конца, равна сумме первого и последнего членов прогрес 
сша + = +а,. 
Теперь вычислим 5,. Имеем: 
5. тажа, + а, + та, жа, а, 
5, 
Сложив эти два равенства, получим 
25, = (а, +а,) + (а, +а, 1) + (0; +а, 1) +... + 
+ (а, 2+ а) + ба, 1+а) + (а, + а). 
В правой части этого равенства п пар слагаемых, каждая пара, 
как мы установили выше, равна а; + а,. Значит, 
25. = па, + а,). 


жагъа ча а, + а. 


ее —— 


Формула суммы первых л членов арифметической прогрессии: 
8. = пата) 


ПРИМЕР 4 


а)а = а, + 214 = 5 + 21: 4 = 89; 
Б, = аш 1.45 +89) = 1034. 


Ответ 


а) Найти сумму всех четных трёхзначных натуральных чисел; 
6) найти сумму всех треханачных натуральных чисел, кратных 11, 
но ме кратных 5. 


а) Речь идёт о сумме членов конечной арифметической 
100, 102, 104, ..., 998. У отой прогрессии 
а, = 100, а, = 998, 4 = 2. Нужно вычислить 5,, но для этого сначала 
надо узнать, чему равно и, т. е. сколько членов содержится в указан- 
ной арифметической прогрессии. 
Воспользуемся формулой а, = а + (п - 104: 
998 = 100 + (п –1)-2; 
50. 


Итак, а; = 100, п = 450, ан» = 998. Вычислим Зи: 
За = 450-000 + 998) _ 225. 1098 - 247050. 


6) Трёхзначные числа, кратные 11, можно представить в виде ко- 
нечной арифметической прогрессии 110, 121, 132, ..., 990. Число 
членов этой прогрессии равно 81, и их сумма 5' вычисляется следу- 
ющим образом: 


5 = ПО 950.5] - 550-81. 


Но по условию задачи из написанной прогрессни следует удалить 
числа, кратные 5, т. ©. числа 110, 165, ..., 990. Эти 17 чисел также 
образуют конечную арифметическую прогрессию, причём их сум- 
ма 5” вычисляется следующим образом: 


НОО 11-55-11. 


Интересующая нас сумма 5 равна 5° 5”. Значит, 
5 = 550 - 81 - 550 - 17 = 550 - 64 = 35200. 


а) 247050; 6) 35200, 


Иногда оказывается полезной кидоизменённая формула суммы л. 
членов арифметической прогрессии. Если в формуле для 5, учесть, 
что а, * а + п - 1), то получим 


За +40). 


Турист, двигаясь по пересечённой местности, за первый час пути 
прошёл 800 м, а за каждый следующий час проходил на 25 м мень- 
ше, чем за предыдущий. Сколько времени оп потратил па весь путь, 
равный 5700 м? 


Т ЭТАП. Составление математической модели. 
За первый час турист прошёл 800 м, за второй — 775 м, за 
третий — 750 м и т. д. Математической моделью является конечная 
арифметическая прогрессия 
ан аъ ау... 

у которой ву = 800, 4 = 25, 5, = 5100, Надо найти п (в часах — вре- 
мя движения туриста). 

П ЭТАП. Работа с составленной моделью. 

Воспользуемся второй формулой для 5.: 


Бае н1). 
К 2 


500 = "В. и; 


6-0-0, 
зв. 4-0 п 

(обе части уравнения разделили на 25); 
456 = п(65 — п): 
п? - боп + 456 = 0: 
п: =8, п, = 57. 

Ш ЭТАП. Ответ на вопрое задачи. 

В задаче спрашивается, сколько времени был в пути турист. Это 
время мы обозначили буквой л и получили для л дне возможности: 
п = Вили л = 57. Переменная п имеет и другой смысл: она показыва- 
ет число взятых начальных членов арифметической прогрессии 800, 
775, 750, 725, 700, ... . Первый раз сумма членов этой прогрессии 
равна 5700 при п = 8: 

800 + 775 + 750 + 725 + 700 + 675 + 650 + 625 = 5700. 

Это значит, что путь длиной 5700 м турист преодолеет за 8 часов, 
Но как понимать второе значение л = 57? Оно означает, что 0, + а, + 
+... + аи = 5100. С математической точки зрения в этой записи 
никакого противоречия мет. Но смотрите: здесь аз + 44 


= 800 – 41 • 25 = -225; отрицательными будут и все последующие 
члены арифметической прогрессии. А по смыслу задачи нас интере- 
суют только положительные члены прогрессии (путь в одну сторо- 
ну). Поэтому значение л = 57 нас не устраивает. 


Пусть дана арифметическая прогрессия а, а; 
трим три её члена, следующие друг за другом: 
но, что 


а 
а. +4=4..1. 
Сложив эти равенства, получим 


Это значит, что каждый член арифметической прогрессии (кроме 
первого и последнего, если он есть) равен среднему арифметическому 
предшествующего и последующего членов. 

Верно и обратное: если последовательность (а,) такова, что для 


любого п > 1 выполняется равенство 
һалал 
=“. 
то (а,) — арифметическая прогрессия. 
В самом деле, последнее равенство можно переписать так: 


ат 

Это значит, в частности, что аз — а, = а= а-а 
и т. д. Иными словами, разность между любым членом последова- 
тельности и предшествующим ему членом всегда одна и та же, а это 
и означает, что задана арифметическая прогресс 


Числовая последовательность является арифметической прогрес- 
сней тогда и только тогда, когда кажлый её член, кроме перво- 
го (и последнего, в случае конечной последовательности), равен 
среднему арифметическому предшествующего и последующего 
членов. 


ПРИМЕР 7 ЗОО 


При каком значении х числа Зх + 2, 5х — 4 и 11х + 12 образуют ко- 
ночную арифметическую прогрессию? 


ЕВЕ Согласно характеристическому свойству заданные выраже- 
ния должны удовлетворять соотношению 


ье 4-82-85: 


Решим это уравнение: 
105 -8 = 14: +14; 
х=-5,5. 
При этом значении х заданные выражения Зх + 2, 5х – 4, 1х + 12 
принимают соответственно значения -14,5, -31,5, —48,5. Это ариф- 
метическая прогрессия, её разность равна —17. 


55. 


`ГЛАВА а. ПРОГРЕССИИ. 


ПРИМЕР 8 
При каких значениях параметра а корни уравнения 342 ~ (2а + 10)х* + 


+ (ба + З)х = 0, взятые в некотором порядке, образуют конечную 
арифметическую прогрессию? 


Перепишем уравнение в виде 
(3х - (2а + 10}х + (ба + 3))=0. 
‘Значит, либо х = 0, либо Зх?  (2а + 10} + (ба + 3) = 0. Из квадрит- 
ного уравнения находим ещё два корня: 


20:1 


х8, хе 


Итак, числа 0, 3, 2241 должны в определенном порядке образо- 


вывать арифметическую прогрессию. Возможны три вариапта распо" 

ложення числа 29.21 на числовой прямой: левее числа 0; между чист 

правее числа З, В первом случае числа 22:21, 0, 8 обра- 
зуют арифметическую прогрессию тогда и только тогда, когда 
2.1 За +1 
з 


лами 0 и 3; 


= -3, т. ®. когда а = -5. Во втором случае числа 0, 221, 3 
образуют арифметическую прогрессию тогда м только тогда, когда 


2е +1 равно среднему арифметическому чисел 0 и З, т, е, если 


2051. 3. Из этого уракиения находим а = 7. Наконец, третьем. 


з 
случае числа 0, 3, 2221 образуют арифметическую прогрессню тогда 


и только тогда, когда 2221 = 6, т. е. когда а = 8.5. 


Ответ 


5, 1,75 или 8,5. 


Известно, что сумма первых п членов последовательности (у,) равна 
ап? + п + с, где а, Б, с — действительные числа. При каких значени- 
их а, Ь, с последовательность (у,) является арифметической прогрес- 
сией? 


Последовательность будет арифметической прогрессией 
тогда и только тогда, когда для любого п выполняется со 
отношение 


ва 


или, что то же самое, 

ЕЕГ у 

Но по условию нам известна лишь сумма 5.. Можно ли с её помо- 
щью найти у, Ин-т, Ук; Можно, смотрите: 

5, узри 

8.1 = +++ 


у. = 5. 5,1. 
Имеем: 

5, = апі + те; 

5, 1 тат - 17 + п 0) жет 

— 5,1 = Зап -а +. 
Итак, 

у, = Зап -а+5, ) 
Тогда 


1 = 2а(п + 1) -а + = Зап+а +; 
иа. = 2001 + 2) -а + = Зап + За + 
Числа у, = 20л а +, у. = 2ап+а +6, у,.з = 2ап + За + В удов- 
летворяют соотношению (2) при любых значениях а и Б. 
Проведённые рассуждения верны лишь для п > 1, поскольку мы 
использовали формулу для 5, ,. Значит, формулой (2) нельзя поль- 
зоваться при п = 1. Если п = 1, то получаем и: = 5, =а +0 + с; по 
формуле (3) находим у; = За + 6; уз = 5а + Б. Для чисел уу =а ++ с, 
у, = За + Б, уу = ба + Ь должно выполняться соотношение (2), т. е. 
23а + Б) = (а + + с) + (5а + Б). После упрощений получаем с = 0. 


с= 0, ан Б — любые действительные числа. 


ПРИМЕР 10 


Найти четырёхзначное число, кратно 45, цифры которого образуют 
конечную арифметическую прогрессию. 


Пусть х, и, 2, # — последовательные цифры искомого чие- 
ла р. Так как р кратно 45, то р делится на 5 и на 9. Дели- 
мость на 5 возможна лишь в двух случаях: когда цифра единиц чис- 


качим 


ла р равна 0 или 5. Итак, либо 1 = 0, либо ? = 5. Делимость на 9 воз- 
можна тогда и только тогда, когда сумма цифр числа р кратна 9. Это 
значит, что 
х+у+2+1- САДА 
Впрочем, учитывая, что х, у, 2, Ё — цифры, а ? = 0 или 5 (т. е. во 
всяком случае { < 9), можно сделать уточнение: 
хуанга бп, где п = 1, 2 или З. 
Осталось учесть, что цифры искомого числа образуют арифмети- 
ческую прогрессию. Согласно характеристическому свойству числа. 
х, + 2, 1 образуют арифметическую прогрессию тогда и только тогда, 


когда 2 па у", или, что то же самое, 
хан, 
+ = 22. 
Суммируя всё сказанное выше, приходим к совокупности двух 
систем уравнений: 
1-0, 
х+2 = 2, 
+! = 22, 
хужаа бп (и = 1, 2, 3); 
(= 5, 
хаг, 
ужен 25, 


ж+учг+и 9н (и = 1, 2, 3). 


Рассмотрим первую систему. Подставив значение { = 0 в третье 
уравнение, получим и = 22. Подетавив 22 вместо у во второе уравие- 
ине, получим х = 32. Наконец, подставив х = 32, у = 22 и! = 0 в чет- 
вёргое уравнение системы, получим 62 = 9л (п = 1, 2, 3). Прил =1и 
п = З получаются нецелые значения г, при п = 2 получаем 2 = 3. 
Итак, значение цифры 2 найдено: г = 3. Тогда х = 3: = 9, у= 2: = 6, 
а значит, искомое число равно 9630. 


Рассмотрим вторую систему. Подставив значение { = 5 в третье 
уравнение, получим у = 22 5. Подставив 22 — 5 вместо у во второе 
уравнение, получим х = 32 — 10. Подставив х = 3:2 - 10, у = 2: -5и 
1 = 5 в четвёртое уравнение, получим 6: ~ 10 = п (п = 1, 2, 3). Это 
Уравнение относительно 2 ме имеет при п = 1, 2 или З натуральных 
решений. 


ЕСИ ИИ 


Вопросы для самопроверки 


1. Какую последовательность называют арифметической про" 
грессией? 

2. Является ли последовательность 1, 5, 9, 13, 17, ... арифме- 
тической прогрессией? Если да, то чему равна её разность? 

3. Приведите пример арифметической прогрессии, разность 
которой: а) положительна; 6) отрицательна; в) равна нулю. 

4. Запишите формулу п-го члена арифметической прогрес- 
сии (а,). 

5. Является ли последовательность 2, 5, 8, 11, ... арифмети- 
ческой прогрессией? Если да, то найдите её 17-4 член; 
41-й член. 

6. Запишите формулу суммы первых п чл 
ской прогрессии (.). 

7. Является ли последовательность 3, 1, -1, -3, ... арифмети- 
ческой прогрессией? Если да, то найдите сумму первых 
двадцати ее членов. 

8. В чем состоит характеристическое свойство арифметиче- 
ской прогрессии? 

9. Дана арифметическая прогрессия (а.). Известно, что 
а, = 43, азу = 49. Найдите аз. 


арифметиче- 


Для удобства читателя этот параграф мы построим по тому же пла: 
ну, что и предыдущий. 


Числовую последовательность, все члены которой отличны от нуля 
и каждый член, начиная со второго, получается из предыдущего 
умножением его на одно и то же число 4, называют геометрической 
прогрессией. При этом число 4 называют знаменателем геометри- 
ческой прогрессии. 


Таким образом, геометрическая прогрессия — это числовая по- 
‘следовательность (5,), заданная рекуррентно соотношениями: 


геометрическая том, что отношение любого члена по- 
прогрессия следовательности к предыдущему члену постоянно (т. е. 
знаменатель 

прогрессии 


Бы: =Ы:Ь = ...), то перед вами геометрическая 
прогрессия. Приведём примеры. 
1. 1,3. 9, 27, 81, 


- Это геометрическая прогрессия, 


которой в, = 5,4 =-1. 

4.8, 8,8, 8,8, 8, ..., Это геометрическая прогрессия, у которой 
89-1. 

Замотим, что эта последовательность является и арифметической: 
прогрессией. 

Если последовательность 

Ы, 6з, в, 

вляетея геометрической прогрессией, то и последовательность 
квадратов, т. е. 


7 


БЫРЫ. В 
является геометрической прогрессией. У второй геометрической 
прогрессии первый член равен 2, а знаменатель равен 42. 

Геометрическая прогрессия является возрастающей последова. 
тельностью, если 5, > 0, 4 > 1 (см. выше первый пример), и убываю- 
щей, если, > 0,0 < 0 < 1 (ем. второй пример). 

Для обозначения того, что последовательность (5) является гео- 
метрической прогрессией, иногда удобна следующая запись: 

в, Б, Б, .... В, . 
Значок 3 заменяет словосочетание «геометрическая прогрессия». 
Если в геометрической прогрессин отбросить все члены, следую- 

щие за Ь,, то получится конечная геометрическая прогрессия 

НВ, 5, Бы ---, Баа, Вы В, 


Рассмотрим геометрическую прогрессию б, в, з, ..., В,» -.. со энаме- 


нателем 4. Имеем: 
=. 
6. = 6,4. 
Б, = 0,4 = (9 = 6,02, 
Б, = Буд = (6.4 = 5. 
В = 54 = ФИ = д ит. д. 


Например, Б, = Бу, В» = 60°. Приходим к следующему выводу: 


Формула п-го члена прогрессии: 
Ъ, =. СД 


Докажем эту формулу методом математической индукции, о ко- 
тором мы говорили в предыдущем параграфе (п. 2). При л = 1 форму- 
ла (1) принимает вид 5, = В, т. боруи зири, Предположим, что 
она выполняется при п оложим, что равенство 


предп 
СЗ т верное. Докажем, что тогда формула (1) верна и для 
п-т, 
в 


докажем, что тогда выполняется равенство 0. = бу; 

Бае ры = (614% 7) = Бър. Итак, формула (1) 
из того, что она верна для л = К, следует, что 
. Значит, формула (1) перма для любого п є №. 


пе пведем обозначения: Б, = у. 2 = т. Получим у = пир, или, подроб- 
нее, 
у= тр, хм. 

Аргумент х содержится в показателе степени, поэтому такую 
функцию называют показательной функцией. Значит, геометриче- 
скую прогрессию можно рассматривать как показательную функ- 
цию, заданную на множестве № натуральных чисел. 

На рис. 167 изображён график функции у = 2', х Є М, а на 
рис, 168 — график функции у = |3 |. х < М. В обоих случаях полу. 


чаем изолированные точки (© абсциссами х = 1, х = 2, х= 3 ит, д.), 


лежащие на некоторой кривой (на этих рисунках представлена одна 
и та же кривая, только по-разному расположенная и изображённая в 
разных масштабах). Эту кривую называют экспонентой. Подробнее о 
показательной функции и её графике речь пойдёт в старших классах. 

Вернёмся к примерам из предыдущего пункта, 

1.1, 3, 9, 27, ВІ, ... — геометрическая прогрессия, у которой 
ъ= 1,973. Составим формулу п-го члена: 

= 1. 3 т.е, Б, т 37-1, 


— геометрическая прогрессия, у которой 
1. Составим формулу п-го члена: 


ьа)", 


І 
=, ТЕ, 815. 55; Это геометрическая прогрессия, 
35° 125° 7025 Б 


1. Составим формулу п-го члена: 
т-а 


т) Известно, что Ь, = 14, Б, = зу. Найти 4. 


ауы = 2-60-39 = -162. 
6) 1536 = 3. 27-1; 512 = 29-1, 

Поскольку 512 - 2”, получаем, чтол - 1 = 9, п = 10. 
в) = 0,70%; 512 = В - (-2)°; В, = -8. 

мна Ма ео лич =. 


Разность между седьмым и пятым членами геометрической прогрес" 
сии равна 48, сумма пятого и шестого членов прогрессии также рав" 
на 48. Найти двенадцатый член этой прогрессии. 


Воспользуемся формулой п-го члена геометрической прогрессии: 
Ьо 0: Б Б Ье Б, 
Тогда второе условие задачи (6; – 0, = 48) можно записать в виде 


Ый - д! = 48, 
те 
Бача? – 1) = 48, 
Третье условне задачи (6, + Б, = 48) можно записать ® киде 
Бадї + Бр = 48, 
те 
Мача +1) = 48, 
В итоге мы получили систему двух уравнений © двумя перемен- 
ными В, и 0: 
ачи? — 0) = 48, 


Бача +1) = 48. 
Приравняем левые части обоих уравнений системы: 


(мы разделили обе части уравнения на выражение 5,4*, отличное от 
нуля). 


Из уравнения 4? – 0 – 2 = 0 находим: 4, = 2, Ф: = -1. 

Подставив значение 4 = 2 во второе уравнение системы, получим. 
Ы 16-3 = 48, т.е. в, = 1. 

Подетавив значение 4 = 1 во второе уравнение системы, получим 
01-170 = 48; это уравнение не имеет решений. 

Итак, В = 1, 9 = 2 — эта пара является решением составленной 
системы уравнений. 

В задаче требуется вычислить Буз. Воспользуемся формулой п-го 
члена геометрической прогрессии: 

В: = ВН = 1: 24 = 2048. 


Пусть дана конечная геометрическая прогрессия 
НВ, 5, Вы... Ба 
Обозничим через 5, сумму её членов: 
ыыы жаве, 

Выведем формулу для нахождения этой суммы. 

Начиём с самого простого случая, когда 4 = 1. Тогда геометриче 
ская прогрессия состоит из л чисел, равных в, т. е. имеет вид бу, в, 
№, ..., Вы. Сумма этих чисел равна пб. 

Пусть теперь 9 # 1. Для нахождения 5, применим искусственный 
приём — выполним некоторые преобразования выражения 5,4: 

За В, зв, Вм = 
= ба + д +59 + +0, 9+6, 4+54= 
ЕСЕЛОСЕГЕ 
ЕИ ТОНИИТИТЕ 
=. +00-6=5, +0670 090-05, + -Ь. 


Итак, 
5.4 = 5, + 0,4 – Ь,. (2) 


Выполняя преобразования, мы, во-первых, пользовались опреде 
лением геометрической прогрессии, согласно которому 04 = Ь,, 
д = Ва, БЫ = Б, В, 4 =,» В, 9 = 6,5 во-вторых, прибавили и 
вычли 5, отчего значение выражения, разумеется, не изменилось; 
в-третьих, воспользовались формулой п-го члена геометрической 
‘прогрессии: 


ъд = 6,4" 1)а = Ва". 


Из формулы (2) выражаем 5.: 


540-0 = 6" - 1, 


борила порана зираат а алын ри прин (кай 
Ч 


ПРИМЕР 3 


Ответ в) 189; б) 12285. 


ПРИМЕР 4 


Найти восьмой член геометрической прогрессии, у которой в, = 3, 
Ь, = 96, 5, = 189. 


Решение Подставим данные значения в формулу ®, = Буй": 


(у 
Выше мы нашли, что 4"! = 32, Умножив обе части этого равен- 
ства на 4, получим (7 = 324. Подставим 324 вместо 0" в формулу (3): 

630 - 1) = 824-1, 

з = 62, 
9=2. 
Зная, что в, = 3 и д = 2, легко найти Б,: 
= 3-21 = 384. 


но, что 


Это значит, что квадрат каждого члена геометрической прогрес- 
син (кроме первого и последнего) равен произведению предшестную- 
щего и последующего членов этой прогрессин. 

Верно и обратное: если последовательность 
ва, что для любого л > 1 выполняется равенство 

ъ=, 
то (в, — геометрическая прогресеня. 

В самом деле, последнее равенство можно переписать так: 

ЪЪ =, 

Это значит, в частности, что Б, : Б, = В, В, = Б, : В, ит. д. Иными 
словами, отношение любого члена последовательности к предшеству- 
жющему члену всегда одно и то же, а это и означает, что задана гео- 
метрическая прогрессия. 

Фактически мы доказали следующую теорему. 


), где 6, # 0, тако- 


ТЕОРЕМА (Характеристическое свойство геометрической прогрессии) 


Числован поеледовательность, все члены которой отличны от нуля, 
является геометрической прогрессней тогда и только тогда, когда 
квадрат каждого её члена, кроме первого (и последнего, в случае 
конечной последовательности), равен произведению прелшествую- 
щего и последующего членов. 


В предыдущем параграфе мы получили характеристическое свой- 
ство арифметической прогрессии: любой её член (кроме крайних) ра- 
вен среднему арифметическому предыдущего и последующего чле- 
нов. Обратимся теперь к характеристическому свойству геометриче- 
ской прогрессии и выполним некоторые преобразования: 


Число Маб называют средним геометрическим чисел а и Ь. Таким 
образом, последнее равенство означает, что модуль любого члена гео- 
метрической прогрессии равен среднему геометрическому предыду. 
щего и последующего членов. В такой формулиронке аналогия между 
характеристическими свойствами арифметической и геометрической 
прогрессий становится отчетливей. 


При каком значении х числа 10х + 7, 4х + би 2х + 3 образуют гео- 
метрическую прогрессию? 
Согласно характеристическому свойству заданные выра- 


жения должны удовлетворять соотношению 


{42+ 6)? = 005 + 72 + 3). 

Решим это уравнение: 
16:2 + 485 + 36 = 20:2 + 44к + 21; 
4х? -4х-15= 
1 = 2,5, ж. = 
Подставляя ху = 2,5 в заданные выражения 10х + 7, 4х+ 6, 2х +3, 
находим соответственно: 32, 16, 8. Это конечная геометрическая 
прогрессия. Подставляя х, = -1,5 в заданные выражения 10х + 7, 
4х +6, 2х + 3, находим соответственно: -8, 0, 0 — это ие геометриче- 

ская прогрессия. 


писани 2... 


Взяли три числа, которые образуют конечную возрастающую гео- 


метрическую прогрессию. Заметили, что если второе число увели" 
чить на 2, а первое и третье числа оставить без изменения, то полу- 


грессии условие 2) означает, что 
Бам, 
20614 + 2) к, + 
Ы +4 – 24) = 4. 
Согласно характеристическому свойству геометрической прогрес- 
сни условие 3) означает, что 
нь, + 9); 
Фи + 20 = 6,060 + 9): 
Би + Ард 4 = 0р +95; 
09 - 40) = 4. 
Таким образом, получаем систему двух уравнений е двумя пере- 
мепными Б, и 4: 


һа +0220) = 4. 
0-40) = 4. 
Приравняв левые части обоих уравнений системы, получим: 
рае - 20) = 09 – 44): 
1+0- ан! 


{мы разделили обе части уравнения на число в,, отличное от нуля); 
Ф+24-8=0; 
Фф = 2, = -4. 


Подставив значение 4 = -4 во второе уравнение системы, получим 
в = & В этом случае три числа, образующие геометрическую про- 


2416 64 
трессню, выглядят так: зе, - 55, у. 
Из двух найденных геометрических прогрессий только первая 
является возрастающей, как того требует условие задачи. 


Шестой член возрастающей геометрической прогрессии на 18 больше 
её пятого члена. Пятый, седьмой и девятый члены этой прогрессии 
являются одновременно первым, вторым и одиннадцатым членами 
некоторой арифметической прогрессии. Найти первые пять членов 
этой арифметической прогрессии. 


Пуеть В, № Вы... — падали гозматричааия прог 
грессия, По условию шестой её член на 18 больше пятого, 


Решение 


значит, Б, = в, = 18, 

Пусть ац, аз, аз, .... ан, -.. — искомая арифметическая прогрес- 
сия. Согласно условию задачи выполияются следующие соотноше- 
ния: 


а= а= аы = 
Воспользуемся тем, что разность 4 арифметической прогрессии 
равна а, – аз, т. е. й =, - в, Далее 
ь ау + 104 = в, + 106, - В) = 106; - 9,. 
Итак, мы составили два соотношения для геометрической про- 
грессни: 


аса +. Б» – 59 = 18, 
6, = 10, – 96, р" = 104% – 94. 


Решим эту систему. Разделив обе части второго уравнения систе- 
мы на отличное от нуля выражение 6,9', получим 44 — 1042 + 9 = 0. 
Это биквадратное уравнение имеет 4 корня: +1, +3. Но по условию 
геометрическая прогрессия возрастающая, следовательно, из указан- 
ных четырёх значений в качестве знаменателя прогрессии можно 
взять только значение 3; итак, 9 = 3. Подставин это значение в первое 


уравнение системы, получим Б, = 1. 


р 


В задаче требуется найти первые пять членов арифметической 
прогрессии, Сначала найдём аз и аз: 


Теперь можно записать первые пять членов арифметической про" 
грессии, у которой а, = 9, 4 = 72: 
9, 81, 153, 225, 297. 


Вычислить сумму: 
а) 100° – 99: + 98: — 97: + 96: – 95: +... + 22 - 15, 
6) 3 + 33 + 333 + 3333 +... + 333... 3. 
ит 

а) Обозначим искомую сумму буквой 5: 
5 = (100? – 997) + (982 – 972) + (962 – 957) +... + (21-12) = 

= (100 - 905100 + 90) + (98 9708 + 07) + (96 – 9596 + 95) + 

ж 2-12 + 1) =199 + 195+ 191 +... +3. 

Числа 199, 195, 191, .... 3 — это 50 членов арифметической про- 
грессии, у которой а; = 199, 4 = -4, Сумму 50 членов прогрессии най- 
лём по известной форму. 


5 = 094. 50 = 0953. 50 = 5050. 


6) Обозначим искомую сумму буквой 5 и рассмотрим 35: 
35 -9+99 + 909 + 9909 +... + 999. 
= 00-1 + (102-1) + 00-0 + (102-1) +... + (109-1) = 
= (10+ 102 + 1074 104+... + 10°) я. 
В скобках содержится сумма п членов геометрической прогрессии, 
у которой В, = 10, 4 = 10. Эту сумму найдём по известной формуле: 


5, ва" 0 100% 1, 
. 0. 


Итак, 35 = 1010 20 _ п, значит, 5 = 2910" - 1) $. 


Среди членов последовательности (у,) есть числа 1, 4/2, /3. Может 
ли эта последовательность быть геометрической. ? 


Предположим, что (у,) — геометрическая прогрессия с 
первым членом у; и знаменателем 4, а числа 1, 3/2, {3 — 
её А-Й, п-й и т-й члены. Тогда 
заифе чур в Ви ы 
из этих равенств находим, что {2 = 4*_*; {3 = 4" *. 
Возведём обе части первого равенства в степень 2(т — №), а обе 
части второго равенства в степень 2(и — 0): 
29-0. фаи-інт-Ы; 39-0. фатаи, 
Таким образом получили, что 29% = 3**, Но равенство степеней 
с основаниями 2 и З и целочисленными показателями невозможно, 
значит, предположение о том, что (у,) — геометрическая прогрессия, 
неверно. 


Разложить на множители: 
в) хп уе (п е №; Оха (п №), 


а) Рассмотрим конечную геометрическую прогрессию 1, #, 


(#7. 


вен 1, знаменатель прогрессии 2, чнело членов п. Найдём её сумму: 


Ч) 


Умножим обе части записанного равенства на х” 1: 


ен.) = 7 7) 
аА и Е 
тр (х рат иар де Зр петр п рит н рет), 

Таким образом, мы получили формулу разложения двучлена 
х^ – у" на множители. Выпишем её частные случаи: 


. У этой прогрессии первый член ра- 


02-0 = (х - ух + у) 

х9 – уу = (х – Иа? + ху + у): 

ху - уа? + лду + ху + у: 
Шй + ду + ха + ху +). 


077-7 


Умножим обе части записанного равенства на х*": 


нача) 4887) 


21+] 

т 

аан нуз лэди заар. с и 2-9 
ау ум ху ху хз + 


+ вии. 
Мы получили ещё одну формулу разложения днучлена на множи- 
тели. Выпишем её частные случаи: 
хак = (х + у? - ху + ут): 
эре + и Фу ха жи). 


Представьте себе, что вы открыли в банке вклад в сумме а р. под рУ 
годовых на ё лет. У вас есть две стратегии поведения: либо в конце 
каждого года хранения вклада снимать проценты по вкладу, т. е. по- 
лученную прибыль в размере та. -а р., либо прийти в банк один 


раз — в конце срока хранения вклада. Какой доход вы получите в 
том и другом случаях? 


В первом случае при # = 1 вы получите (а +165 а) ры при -2 


ваша итоговая сумма составит (а + 2250) р при е 3 — 


(+32 ант Митнатичисая манль стучи — кончина 
арифметическал прогрессия 
д.0 9. ва да. 


Итак, при первой стратегии поведения за лет вы получи- 


т) те а[1 + 1] р. — это так называемая формула простых процентов, 


Если вы решили прийти в банк только в конце срока 
форид хранения вклада, то при 2 = 1 получаемая сумма составит, 
простых 
‘процентов 


раз она увеличится и к концу второго года хранения, и к концу 
третьего года хранения и т. д. Математическая модель ситуации — 
конечная геометрическая прогрессия 


аа +1, {1+2 (1+2... 91+ |. 


Итак, при второй стратегии поведения за # лет вы получите 


® 4. + 2] р. — это так называемая формула сложных процентов. 


мотрим конкретный пример. Пусть вклад состав- 
формула ляет 10000 р., банк даёт 10% годовых, срок хранения 
сложных вклада — 5 лет. Если вы выбрали стратегию простых 
Ыыыы процентов, то к концу срока хранения вы получите в ито- 

те сумму, равную 10000 (1 + 5:10.) т. е. 15 000 р. Если 
же вы выбрали стратегию сложных процентов, то к концу ерока хра- 


нения вы получите в итоге сумму, равную 10000 [1+ 19] 1. 
16105,1 р. Как говорится в одном рекламном слогане, почувствуйте 
разницу. 


"ГЛАВА 4. ПРОГРЕССИИ 


Вопросы для самопроверки 


1. Какую последовательность называют геометрической про- 
грессией? 

2. Является ли последовательность 32, 16, 8, 4, 2, ... геометри- 
ческой прогрессией? Если да, то чему равен её знаменатель? 

3. Приведите пример геометрической прогрессии, знамена“ 
тель которой удовлетворяет неравенству: 


42: дозы в)д<0. 
4. Запишите формулу п-го члена геометрической прогрес- 
сни (0). 


$. Запишите формулу суммы первых п членов геометриче- 
ской прогрессии (Ь,). 


6. Является ли последовательность 1, 3, 1, 2, ... геометриче- 


ской прогрессией? Если да, то найдите её 8. 
член; сумму первых восьми членов. 

1. В чём состоит характеристическое свойство геометриче- 
ской прогресени? 

8. Дана геометрическая прогрессия (0). Известно, что бу» = 
В: = 12. Найдите В», если известно, что: 
а) знаменатель прогрессии — положительное число: 
6) знаменатель прогрессии — отрицательное число. 


член; 10-й 


В основе всякого математического исследования лежат дедуктивный 
и индуктивный методы. Дедуктивный метод рассуждений — это 
рассуждение от общего к частному, т. е. рассуждение, исходным мо- 
ментом которого является общее утверждение, а заклю- 
чительным моментом — частный результат. Если мы при 


Рипуктиеный | ленны конкротиого примера желаем выводы овиралсь 
‘рассуждений на какую-то теорему, то это дедуктивное рассуждение, 

Слово же индукция (или индуктивный метод рассужде- 
ааа ний) применяется к рассуждепиям, при помощи которых 
рассуждений получают общие выводы, опираясь на ряд частных ут" 


верждений. 


НФ 


Призедём пример рассуждения по индукции. Требуется устано- 
вить, что каждое четное натуральное число в пределах от 4 до 100 
можно представить в виде суммы двух простых чисел. Для этого 
просто переберём все интересующие нас числа и выпишем соответ“ 


ствующие суммы: 


+5; 10=5+5: 
+7; 16=8+18; =. 
92=3+89; 94=5+89; 06 = 7+ 89; 

98 = 19 + 79; 100=3+ 97. 

Эти 49 равенств (мы выписали только 13 из них, недостающие 
36 равенств вы при желании можете составить сами, например 
50 = 7 + 43; 62 = 3 + 59 ит. д.) показывают, что сформулированное 
общее утверждение (про любое четное число в пределах от 4 до 100) 
верно, оно было доказано перебором всех возможных частных случа- 
ев. Это так называемая полная индукция, когда общее утверждение 
доказывается для конечного множества элементов рассмотрением. 
каждого элемента множества по отдельности, 

Но ведь чаще общее утверждение относится не к конечному, а к 
бесконечному множеству, когда рассмотреть по отдельности каждый 
элемент множества невозможно. В таких случаях общее утвержде- 
ние, получившее подтверждение в ряде частных случаев, считается 

ие доказанным, а угаданным, полученным неполной ин. 
дукцией. Естественно, оно может быть верным, но может 
‘быть и неверным. Приведём примеры. 

1. Рассматриваются суммы первых л мечётных на- 


1+3. 5=9 = 32; 
1+3+5+7- 16-42; 1+3+5+7+9- 25 = 5' 
Выдвинем гипотезу, что 1 +3 + 5 + 7 +... + (2и ~ 1) = ий, Про- 
верим её для шести и семи слагаемых: 
1+3+5+7+9+ 11 = 36 = 62; 
1+3+5+7+9+ 11 + 13 = 49 = 72. 

Гипотеза подтвердилась. Но всё равно утверждение остаётся ги- 
потезой, пока оно не доказано. Впрочем, доказать его нетрудно: 
1+3+5 +7 +... + (2л - 1) — это сумма п членов арифметической 
прогрессии: значит, 

А ии, 


2. Рассматриваются суммы кубов первых п натуральных чисел: 
2 =1= 
+23 =9 = 3? = (1 + 2) 
12+ 22+ 32-36 = 6' = (1+2 + 3); 
12 +2" +3" + 4 = 100 = 102 =(1+2+3+ 4), 


Выдвинем гипотезу, что 
1942237642... += +2+3+4+ 

Проверим её для пяти и шести слагаемых: 

Ла 27 637 +47 + 57 = 225 = 152 =(1+2+3+ 4+ 50; 
19620.82 43+ 52+ 62 = 441 212 (1423.445 6) 
Гипотеза подтвердилась. На самом деле сформулированное ут- 

зерждение верно, мы докажем его позднее. 

3. Рассматривается последовательность у, = п? + я + 17: 

и = 19; и:=23: у= 20; ‚= 37; 
Мт 47; рит 59; уут 73. 

Все полученные числа простые. Возникает предположение: вся 
последовательность состоит из простых чисел. Проверим это для сле- 
дующих трёх членов последовательности: у, = 89; уу = 107; уо = 127, 
Числа 89, 107, 127 — простые, гипотеза подтвердилась. И тем не ме, 
мее она неверна: есть в последовательности члены, не являющиеся 
простыми числами, например ук: 

Ши = 162 + 16 + 17 = 16016 +1) +17 = 17016 +1) =17-17 
является составным числом. 

Итак, утверждение, полученное неполной индукцией, остаётся 

Ө) лишь гипотезой, пока не доказано точным математическим рассуж- 


А 


деним, охватывающим все частные случаи. Иными словами, непол- 
ная мидукция не ечитаотся в математике законным методом строгого 
доказательства, поскольку может привести к ошибке. Однако заме 
чательно то, что она иногда приводит к истине. Можно охарактери 
зовать неполную индукцию как эвристический (от греч. ћеигівќо — 
отыскиваю) метод открытия новых истин. 


Метод полной индукции имеет в математике ограниченное примене- 

ние, поскольку охватывает лишь ситуации с конечным числом част- 

ных случаев. Чаще всего математическое утверждение 

охватывает бесконечное множество частных случаев, сде- 

лать проверку для всех случаев невозможно. Опираться 

при этом па пеполпую индукцию опаспо, можно сделать 

неправильный вывод. Во многих случаях выход заключа- 

ется в обращении к особому методу рассуждений, ко- 

торый называют методом математической индукции. Он заключа- 
ется в следующем. 

Пусть нужно доказать справедливость некоторого утверждения 

(п) для любого натурального числа л (например. нужно доказать, 

что сумма первых л нечётных чисел равна п’). Сначала проверяют 


| 


справедливость утверждения для п = 1 (базис индукции). Затем до- 
казывают, что для любого натурального значения № верно следующее 
утверждение: если справедливо А(#), то справедливо и А(К + 1) (ин. 
дукционный шаг). Тогда утверждение А(л) считается доказанным 
для любого п. 

В самом деле, утверждение справедливо для п = 1 (это проверя" 
лось отдельно). Далее доказано, что из А(®) следует А( + 1); значит, 
если верно А(1), то верно и А(2); если верио А(2), то верно и А(3); 
если верно А(3), то верно и А(4) и т. д. В конце концов мы дойдём до 
любого натурального числа, а потому утверждение считается дока- 
занным для любого п. 

Этот метод уже использовался в $ 23. При получении формулы 
п-то члена арифметической прогрессии а, = а; + (п ~ 1) мы приме- 
ияли рассуждения, основанные на неполной индукции, а затем обо- 
еновали эту формулу методом математической индукци! 

Обобщая сказанное, сформулируем следующий общий принцип. 


ЫЫЫЫЫЫЫЫЫӘӘЫӘЕ ПРИНЦИП МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ИНДУКЦИИ 

Утверждение, зависящее от натурального числа п, справедливо 
для любого п, если выполнены два условия: 

а) утверждение верно для п = 1; 

6) из справедливости утверждения для л = К, где А — любов на 
туральное число, вытекает справедливость утверждения и для следу- 
ющего натурального числа п = А + 1. 


ПРИМЕР 1 
Доказать, что 
10620.30 + 42+... кл? (1+ 2+ 3+4 +... + п) и 
(это равенство мы угадали в предыдущем пункте). 


Решение 1) Справедливость равенства (1) для п = 1 (и даже для 
п = 2, 3, 4, 5, 6) ранее проверена. 
2) Предположим, что равенство (1) выполняется при л = К, т. е. 
предположим, что верно равенство 
лоз дк 263646. +0 (2) 
Докажем, что тогда проверяемое равенство (1) зерно и при 
п + 1, т. е. докажем, что верно равенство 
+2344. ++ 26364 
ЕН 


или, что то же самое, 
0 +2+3+4+...+#+ + 1) - (3+ 2+ 3+4 + 
+..+ № = +1. (3) 


Особо подчеркнём: равенство (3) интересует нас не само по себе, 
Представляет интерес только один вопрос — следует оно из равен- 
ства (2) или нет. 

Заменив сумму кубов в левой части равенства (3) квадратом сум”. 
мы из правой части равенства (2), получим: 


(19213.43... +6064 ИЯ - (16243.46... а 
вв +1) -(+2+3+4+..+)х 
ФЕ 2+3 +45... + 0) = 


= + 0-20 + 243+... + 0+ += 
оно [2-1 


+] - о-в зе 


+++ 1, 

Итак, из равенства (2) следует равенство (3). 

Оба условия (базис индукции и индукционный шаг) принципа 
математической индукции выполняются, значит, равенство (1) верно 
для любого натурального значення л. 


Метод математической нидукции используется в различных си 
туациях, Так, в примере 1 мы применили этот метод для доказатель- 
ства тождества, а в $ 23 — для вывода формулы п-го члена арифме- 
тической прогрессии. Рассмотрим ещё ряд примеров. Но сначала за- 
метим, что иногда требуется доказать некоторое утверждение но для 
всех натуральных значений л, как было до сих пор, а для п 2 р. Тог- 
да на первом шаге проверяют справедливость утверждения для 
п= 1, адлял = р, а в остальном схема применения метода математи" 
ческой индукции та же. 


ПРИМЕР 2 


Обозначим сумму символом 5, и найдём её значения при 
п=1, 2, 3, 4, 


Для п = 1 формула справедлива. Предположим, что 5, = 7. До- 
Г 


кажам, что тогда 5,3 = А21, 


В самом деле, 


и 
1: 1 И: 5 


5 ТЛЕ 
ТАТА ЕЕ Е, 


По принципу математической индукции делаем вывод, что за- 
данная сумма равна т. 


, однако, что в этом примере, как и ниже, в примере 4 6), 
можно обойтись без метода математической индукции: 


а ек 
янт 


Доказать, что для п > 2 и х > 0 справедливо неравенство 
Оху 1+ их 


(его называют неравенством Бернулли в честь швейцарского мате- 
матика Якоба Бернулли (1654 —1705)). 


1) При л = 2 неравенство выполняется: 
а +) > 1 + 2х, 
что является верным неравенством. 


о 


я ня Винка орно манай 

аж > 1+ Ах. О 

Докажем, что тогда оно верно и для л = # + 1, т. е. докажем, что 
пт Е. 

В самом деле, умножив обе части неравенства (4) на одно и то же 
принимающее только положительные значения выражение 1 + х, по- 
лучим: 

жу Ах н 9 О жз) = 
= Пух 9 Алё > 1+ + 1 
итак, (1+ ху >1+ и + 1х. 
По принципу 


‘индукции делаем вывод, что нера- 
венство Бернулли справедливо для всех я > 2. 


Доказать, что для л > 2 справедливо неравенство: 


Е к и рл" 


9+ Д 
а) 1) Прил = 2 вроверяемое неравенство принимает вид 
зз 


Это верное неравенство, поскольку его левая часть меньше 2, а 
правая — больше 2. 


2) Предположим, что при л = № (Е > 2) выполияется неравенство 


Б а М А С] 
Докажем, что тогда выполняется неравенство 
1 1 1 1 
АЕ) кт (6) 
Прибавив к обеим частям неравенства (5) одно и то же выраже- 
ние, 
тт 


Лот: 


Если мы докажем, что 
1 
Мрт < 21, (7) 


то тем самым будет получено неравенство (6). 
Рассмотрим разность правой и левой частей неравенства (7) и вы» 
преобразования: 


алут-[л. т) ааа. 


целесообразнее использовать. 
мы — мы это сделали выше, в $ 22 (см. там пример 1). 


Доказать, что (119"2 + 122911) : 143 для любого натурального значе 
ния п (напомним, что знак означает «делится на»). 


При п = 1 утверждение принимает вид 
(119 +129): 133. 
Это верно, поскольку 
11+ 12° «(11 + 12112 - 11:12 + 125 = (23 - 133) : 133. 


Предположим, что утверждение верно при л = А, т. е. предполо- 
жим, что (11972 + 12251): 133. 

Докажем, что тогда утверждение верно и при п = # + 1, т. е. дока- 
жем, что 


1109 + 128); 133. 


В самом деле, 
авн + 1229 = 11-112 + 122. 1201 = 
= 11012 + 128.1) + 133 - 1201. 


`ГЛАВА 4. ПРОГРЕССИИ 


Согласно предположению (11-2 + 122-1) > 138. Тогда и сумма 
11 - (01-2 + 12977) + 1335 1280-1 делится на 133, т. е. 


1859 + 12253) 133. 


По принципу математической индукции делаем вывод, что требу- 
емое утверждение доказано. 


Дана последовательность Фибоначчи: 
м1, И = 1, И, = 9,1 + Ма-а, если Я = 3, 4, 5, ... 

(ем. пример $ 21, пункт 4). Доказать, что: 

а) уна у + нь + + Узи 

бл - Ина = (1. 


а) Прил = 1 утверждение принимает вид. 
ГЫ + и 
Это верное равенство, поскольку у = 1, уз = 1, уу = 
Предположим, что утверждение верно для и = и, т. 
Инти т Ине 
Докажем, что тогда утверждение верно для п = + 1, т. ©. 
Ыыы + +. + Инь + ГЕ 
С помощью рекуррентного соотношения, задающего последова- 
тельность Фибоначчи, находим, что уза, = Иша + Иза. Воспользо- 
павшись, для у. ‚ сделанным предположением, получим: 


ЛЫСТЫ ЫТЫЫ ЫЫЫ 
ЫЫЫ 


Значит, утверждение верно для любого п. 
6) Прил = 1 утверждение принимает зид 


Га а 
Поскольку уу = 1, 9, = 1, уу = 2, получаем 11 - 1:2 = -1 — верное 
равенство. 
Предположим, что утверждение верно для л = К, т, е. 


Иа ишь" СИ 
докажем, что тогда утверждение верно для п = № + 1, т.е. 
Иа мша СТ 


и = 3. 


В самом деле, 


И ана = УВ а Иа + 
иаа шат на - Уд - М> 


= Шла ье) = -С1 = (0). 
Значит, утверждение верно для любого п. 


Вопросы для самопроверки 


1. В чём заключается дедуктивный метод рассуждений? 


В чем состоит принцип индукции? Как вы 
считаете, рассуждения, основанные на этом методе, явля- 
ются по своей сути или дедуктивными? 


ляется полезным метод математической индукции. 


Основные результаты 


Мы познакомились с новой математической моделью — 
последовательностью (функцией натурального 
аргумента), 


Мы узнали новые термины математического языка: 

— числовая последовательность, л-й член последователь 
пости; 

— монотонная (возрастающая, убывающая) последователь- 
ность; 

— арифметическая прогрессия, разность арифметической 


прогрессии; 

— геометрическая прогрессия, знаменатель геометриче- 
ской прогрессии. 

Мы ввели новые обозначения: 

С.) или уу, У Шз нех Мы 

ности; 


‘прогрессии: 
5, — для суммы ху + х, +... + х, членов последовательно" 
сти (х,). 
Мы обсудили три способа задания числовой последова- 
тельности: аналитический; словесный; рекуррентный. 


• Мы сформулировали и обосновали ряд свойств арифмети- 
геометрической 


*_ Мы познакомились с новым методом рассуждений — мето- 
дом математической индукции. 


Темы исследовательских работ 


1. Числовые последовательности и их свойства. 
2. Описание реальных ситуаций с помощью прогрессий, 
3. Использование метода математической индукции, 


ЭЛЕМЕНТЫ 
КОМБИНАТОРИКИ, 
СТАТИСТИКИ 
ИТЕОРИИ | 
геал ВЕРОЯТНОСТЕЙ 


$26. Комбинаторные задачи 
$27. Статистика: дизайн информации 
$28. Простейшие вероятностные задачи 
$29. Экспериментальные данные 

и вероятности событий 


Простейшие комбинаторные задачи несколько напоминают детскую 
игру в кубики. Имеется конечиое число кубиков, или элементов 
некоторого конечного множества, а нужно посчитать количество 
тех или иных комбинаций, составленных из этих кубиков (эле- 
ментов). Если нужных комбинаций не слишком много, то все их 
можно просто перечислить или, как говорят, перебрать все возмож- 
ности. В этом и состоит метод перебора вариантов. Например, если 
из цифр 1, 5, 9 следует составить трехзначное число без повторяю- 
щихся цифр, то все возможные варнанты нетрудно выписать. Это 
159, 195, 519, 591, 915 и 951. Значит, всего можно составить шесть 
таких чисел. 

Подчеркиём, что уже в этом простом примере мы привели не слу- 
чайный, а разумно организованный перебор. Сначала на первом ме- 
сте зафиксировали 1 и увидели, что таких вариантов всего два: 159 и 
195. Затем на первое место поставили 5 и увидели, что получилось 


ещё два варианта: 519 и 591. Наконец, составили числа, начинаю- 
щиеся с 9, — это 915 и 951. 

Хорошо подобранный перебор вариантов крайне важен в более 
сложных ситуациях, когда и количество возможных комбинаций до" 
статочно велико, и подсчет приходится вести, рассматривая различ- 
ные случаи. 


ПРИМЕР 1 


Из цифр 2, 4, 7 следует составить трёхзначное число, в котором ни 
одна цифра не может повторяться более двух раз. 

а) Найти наименьшее такое число. 

6) Найти наибольшее такое число. 

в) Сколько таких чисел, начинающихся © 2, можно составить? 

г) Сколько всего таких чисел можно составить? 


Решение а) Наименьшим числом будет 224, ведь если на первое или 
на второе место вместо цифры 2 поставить цифру 4 или 
цифру Т, то увеличится или число сотен, или число десятков, А раз 
цифра 2 уже повторилась, то на последнем месте должна стоять циф- 
ра 4 (а не 7). 

6) Рассуждая аналогично, найдём наибольшее число — это 774. 

в) Сначала назовём числа без повторений цифр. Это 247 и 274. 
Потом назовём числа, в которых повторяется 2. Это 224, 227, 242, 
212. Число, в котором повторена цифра 4, только одно, это 244. Чис- 
ло, в котором повторена цифра 7, также одно, это 277. Всего получи" 
лось 2+4+1+1 = 8 чисел. 

т) Количество чисел, начинающихся с цифры 4, можно посчитать 
так же, как в пункте в); их всего восемь. Разумеется, то же верио и 
для чисел, начинающихся с цифры 7, их тоже восемь. Всего полу- 
чим 24 числа. 

а) 224; 6) 774: в) 


Ответ г) 24. 


Формально для ответа в пункте г) можно было бы и ме решать а) 
и 6). Однако в каждой задаче на перебор вариантов бывает полезно 
выписать несколько типичных комбинаций, количество которых мы. 
собираемся подсчитать. 

Как и многие математические задачи, пример 1 г) допускает дру- 
гой способ решения. Вот он. Найдём сначала количество всех 
трёхзначных чисел, которые можно составить из цифр 2, 4, 7. По 
правилу умножения, © которым мы познакомимся чуть позже, их бу- 
дет 3-3-3 = 27, А теперь вычтем количество чисел с тройными по- 
зернини е НЫ . Таких чисел всего три: 222, 444, 777. Значит, от- 
вет: 27-3 = 24. 


Решение примера 1 в) также можно оформить по-другому, запи- 
сав построение трёхзначного числа шаг за шагом в виде некоторого 
«поотажного» плана. Поместим первую цифру 2 в верхний прямо- 
угольник, от которого проведём три «дороги» (рис. 169). Они соот- 
ветствуют выбору второй цифры. Это или 2, или 4, или 7. Получим 
три прямоугольника на втором уровне и перейдём к выбору третьей 
шифры, Если второй цифрой оказалась 2, то по условию третьей циф- 
рой может быть или 4, или 7. Значит, тут возможны всего два вари- 
апта, в результате которых получатся трёхзначные числа 224 и 227. 
Если же вторая цифра равна 4 или Т, то для третьей цифры ограни- 
чений нет и это может быть или 2, или 4, или 7. Значит, в каждом 
из этих двух случаев возможны по три варианта составления 
трёханачных чисел. Получатся числа 242, 244, 247 и 272, 274, 277. 


Рис. 169 Всего: 8 чисел 
Мы составили так называемое дереөо возможных вариантов. 
5] Преимущество этого способа рассуждения состоит в его наглядности: 
все варианты видны на картинке (см. рис. 169), и понят- 


дерево во, как именно организован перебор всех возможносте! 


возможных Такого рода диаграммы в подробностях удобно рисо- 

‘зорнонтов вать только для сравнительно небольшого числа ва- 

рмантов, а, например, для сотен комбинаций дерево ва- 

риантов целиком не нарисуешь. Тогда приходится действовать 
по-другому. 


Для объяснения правила умножения нарисуем дерево 
зарнантов. На первом уровне у нас будут перечислены 
все исходы а, а, ар, „-., а, 1, а, испытания А. После 


каждого из уже выписанных исходов возможны все исходы В, Б, 


Ьа, „о, В» в испытания В — ведь испытания предполагаются неза- 
висимыми. В результате получится +++... + И = ПА исходов 


(рис. 170). 


Рис. 170 Всего: п раз по №, т, е, лй исхолов. 


ВЫШНИНИЕ | пазило умножения верно м для трёх, и для четырёх и т. д. пезависимых 
испытаний. Для объяснения достаточно нарисовать нужное дерево вариантов 
и подсчитать количество возможных варилитов.. 


В некоторых случаях приходится непользовать более общее пра- 
вило умножения. Вернёмся к рис. 170. Для сохранения выпода «Все- 
то: п раз по К, т. е. ий исходов» совсем не обязательно на нижнем 
уровне иметь л одинаковых групи из ® исходов 6, Б, ..., бу. Состав 
групи может быть различным. Важно только, чтобы в каждой груп" 
пе было бы ровно & исходов. 


Общее правило умножения 


Такое правило применимо и в тех случаях, когда сами исходы 
второго испытания В зависят от исходов первого испытания А. Са” 
мое главное, чтобы число исходов В ие зависело от иеходов А. 

В дальнейшем мы ие будем всякий раз уточнять, каким именно 
вариантом правила умножения мы пользуемся. Также мы будем ис- 
пользовать правило умножения не только для двух, но и для трёх, 
четырёх и т, д. испытаний. 

Для следующего примера мы приведём три способа решения: пе- 
ребором, с помощью дерева вариантов и по правилу умножения, 


Рие. 171 


Первый способ (перебор вариантов). Пронумеруем лампоч- 
ки и будем писать + или - в зависимости от того, горит или 
не горит очередная лампочка. Тогда все способы освещения можно 
просто перечислить. Вот они: + + +, ++, + 4, +. Ф, 
= = +, - - -, Всего восемь способов. 
Второй способ (дерево вариантов). На рис. 171 наглядно пред” 
‘ставлены восемь способов освещения коридора. 


Третий способ (правило умножения). Первая лампочка может 
или гореть, или не гореть, т. е. имеется два возможных исхода. Но 
то же самое относится ко второй и к третьей лампочкам. Мы предпо- 
лагаем, что лампочки горят или нет независимо друг от друга. По 
правилу умножения получаем, что число всех способов освещения 
равно 2 -2-2=8, 


У каждого из этих трёх способов решения в каждом конкретном 
случае есть и преимущества, и недостатки. Выбор способа реше- 
ния — за вами! 


Отметим всё жо, что правило умножения позволяст практически од- 
пим способом решать самые разнообразные задачи. Например, оно 
приводит к крайне важному в математике понятию фахториала, 


В семье — шесть человек, а за столом в кухне — шесть етульов, Бы- 
ло решено каждый вечер перед ужином рассаживаться на эти шесть 
стульев по-новому. Сколько дней члепы семьи смогут делать это без 
повторений? 


Решение 


Ответ оказывается неожиданно большим: почти два года! 
Объясним его. Для удобства рассуждений пронумеруем 
стулья №1, №2, №3, №4, №5, №6 и будем считать, что члены се- 
мьн (бабушка, дедушка, мама, папа, дочь, сын) занимают места по 
очереди. Нас нитересует, сколько всего существует различных спосо- 
бов рассаживания. 

Предположим, что первой садится бабушка. У неё имеется шесть 
вариантов выбора стула. Вторым садится дедушка и выбирает стул 
из пяти оставшихся. Мама делает свой выбор третьей, и выбор у 
неё будет из четырёх стульев. У папы будет уже три варианта, 
у дочки — два, ну а сын сядет на единственный незанятый стул. По 
комбинаторному правилу умножения получаем, что всего имеется 
6:5.4:3.2.1* 720 различных способов рассаживания, а 
720 дней — это почти два года, 


720. 


Ответ 


Произведение подряд идущих первых л натуральных чисел обозца- 
чают лі и называют «эн факториал»: 


м=1-2-3-..-- 0л 
По-английски одно из значений слова Ѓасіог — «множитель» 
Так что «эн факториал» примерно переводится как «со- 
фесар стоящий из п множителей». Приведём несколько первых 


значений для л!. 


Значения п! очень быстро возрастают © увеличением п. Напри- 
мер, 10! больше, чем 3,5 миллиона, а 15! примерно равно 1,3 трил- 
лир 

Для подечётов, связанных с}, бывает удобно использовать та 
кую формулу: 


м! = 1-2-8-...-и-П- 
015273 -...5(9 10) п (п Ш: п 


Например, для вычисления значения 27-5; совсем ие обязательно 


находить все четыре факториала и потом производить вычисления. 
Удобнес сначала провести сокращения: 


ПРИМЕР 4 


а) Сколькими способами четыре вора могут по одному разбежаться 
на все четыре стороны? 

6) В9 «А» классе в среду семь уроков: алгебра, геометрия, литера" 

тура, русский язык, английский язык, биология и физкультура. 

Сколько вариантов расписания на среду можно составить? 


а) Пусть воры разбегаются поочерёдно. Тогда у первого 
есть четыре варнанта выбора направления, у второго — 
три варианта, у третьего — два м у последнего — одии вариант. По 
правилу умножения получаем ответ: 4 * 32.1 = 41. 

6) Для алгебры есть семь вариантов расположения в расписании, 
Если для алгебры выбор сделан, то для геометрии будет уже шесть 
вариантов. Если алгебра и геометрия заняли в расписании своё ме- 
сто, то для литературы остаётся пять вариантов и т. д. По правилу 
умножения получаем ответ: 76:54-32:15 71. 


6) 5040 
ранно 


Мы видим, что условия задач выглядят по-разному, а решаются 
они почти одним и тем же способом. Значит, есть какое-то общее 
правило для решения такого типа задач. Мы сформулируем его в ви- 
де теоремы о перестановках элементов конечного множества. 


Исторически более принят не термин «расстановка», а термин 
«перестановка», и поэтому эту теорему чаще формулируют так: 
«Число всех перестановок множества из п элементов равно п», Со- 
кращённо это записывают в виде формулы: 


Р. = п! 


ТЕДА ЭЛЕМЕНТЫ КОМБИНАТОРИКИ, СТАТИСТИКИ М ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 


В этом сокращении буква Р соответствует первой букве англий- 
ского глагола (существительного) регишие (регтийайоп), который 
и переводится как «переставлять» («перестановка»). 
Р, = 31= 6, Р, = 7 = 5040 ит. д. 


Например, 


Вопросы для самопроверки 


|. В подъезде левятизтажного дома на каждом этаже по 


4 квартиры. Наибольший номер квартиры в подъезде — 
108. Найдите наименьший номер квартиры в этом подъ- 
ваде. 

В восемнадцатизтажном доме 3 подъезда и на каждом эта- 
же по 4 квартиры. Сколько всего квартир в этом доме? 

В булочной продают чёрный хлеб пяти сортов, Коля и Толя 
независимо друг от друга покупают по батону чёрного хле- 
ба, Сколько имеется вариантов такой покупки? 

В булочной продают чёрный хлеб пяти сортов. Толя поку- 
пает хлеб сразу после Коли и его выбор будет отличаться 
от выбора Коли. Сколько имеется вариантов такой по- 
купки? 

При галании по стихотворному тексту наугад называют но- 
мер строфы и номер строки в ней. Затем эту строку зачи- 
тынают. Сколько имеется результатов гадания по тексту 
второй главы романа в стихах А. С. Пушкина «Евгений 
Онегин»? 

Два светофора работают независимо. На каждом светофоре 
может гореть красный, жёлтый или зелёный свет. Нари- 
суйте дерево вариантов работы светофоров, Сколько полу- 
чилось вариантов? 

Сформулируйте правило умножения для двух испытаний. 

Сколько двузначных чисел можно составить из цифр 3, 8, 
9 (повторения допускаются)? 

Сколько двузначных чисел можно составить из цифр 0, 3, 
8, 9 (повторения допускаются)? 

Сколько двузначных чисел можно составить из цифр 0, 3, 
8, 9 (без повторения цифр)? 


. Нарисуйте дерево вариантов к вопросу 10. 


Игральный кубик бросают дважды. Найдите число воз" 
можных результатов выпадений кубика. 
Во сколько раз число 5! больше суммы 31 + 417 


. Решите уравнение 2 - д! + 51 = 10200. 
. Сформулируйте теорему о перестановках множества из п 


о Е ИИ 


Начиём с конкретного примера. Допустим, что в 9-х классах «А» и 
«В» измерили рост (в сантиметрах) 50 учеников. Получился набор из 
50 чисел, некоторые из которых могли повториться. Вряд ли самое 
маленькое из них будет меньше 140, а самое большое — больше 200, 
Можно, соблюдая очерёдность измерений, выписать все данные в 
строчку через запятую. Можно расположить их в две колонки в соот- 
вотствии с классными списками. Можно как-то записать их в виде 
таблицы 5х10 и т. п. В итоге будет собрана полная информация о 
проведенном измерении. К сожалению, практически при любом спо- 
собе расположения абсолютно всех данных эта информация трудно 
«читается»: она не наглядна, занимает много места, никак ие упоря- 
дочони и т. 

А представьте результаты, состоящие не из 50, а из 500, 5000 
или из миллионов различных чисел! Например, число и размеры 
вкладов в Сбербанке за текущий год или данные о производительно- 
сти труда на предприятиях какой-нибудь отрасли по всей стране, 
результаты голосования по всем избирательным участкам и т. п. 
Единственный разумный выход — каким-то образом преобразовать 
первоначальные данные измерения, в первую очередь заметно 
уменьшив их общее количество. Одна из основных задач статистики 
как раз и состоит в надлежащей обработке информации. Конечно, 
У статистики есть много других задач: получение и хранение ин- 
формации, выработка различных прогнозов, оценка их достовер- 
ности и т. д. Ни одна из этих целей ие достижима без обработки 
данных. 

Итак, в первую очередь займёмся статистическими методами 0б- 
работки информации. Как правило, порядок преобразований перво- 
начально полученной информации таков: 

1) сначала данные измерений упорядочивают и группируют: 

2) затем составляют таблицы распределения данных; 

3) таблицы распределения переводят в графики распределения; 

4) наконец, получают своего рода паспорт данных измерения, в 

котором собрано небольшое количество основных числовых 
характеристик полученной информации. 

Зафиксируем одно конкретное измерение и проследим шаг за ша- 
гом, как его данные преобразуются в процессе обработки информа- 
ции. 

Измерение (И). У 50 работников городского предприятия попро- 
сили оценить время, которое они в среднем тратят на путь от дома до 


работы. Получились следующие данные в минутах (с точностью до 


10 минут). 
20 100 20 30 40 50 30 во 90 40 
30 50 20 50 30 30 50 во 60 5 
зо 40 60 50 10 60 90 10 20 50 
90 во 0 40 50 10 50 40 30 40 
60 120 30 40 60 20 60 10 50 60 


Первое, что следует оценить, — это рамки, в которых вообще могут 
находиться данные измерения. Менее 10 минут (т. е. 0 минут) никто 
ие заявил (территориально дом м работа — это ме одно и то же), а 
более 180 минут (более трёх часов) на проезд по городу в одну сторо- 
ну вряд ли кто-то будет тратить каждый день. Значит, в принципе в 
этом измерении могли получиться числа 10, 20, 30, ..., 160, 170, 


180. Мы составили общий ряд данных. Данные располагают, как 
правило, а порядке возрастания. 
Итак: 


Выписать общий ряд данных следующих измерений: 
а) месяц рождения учеников вашей школы: 

6) год рождения ваших родственников и знакомых; 
в) годовой процент начислений по вкладам в банке; 
т) начальные буквы в первой строке стихотворения. 


а) Всего может получиться 12 месяцев. Если перечислить 
их не по названиям, а по номерам, то получим общий ряд 
данных: 

1,2, 3,4, 5.6.1, 8, 9, 10, 11, 12. 

6) Вряд ли у вас есть родственники или знакомые, которым мно- 
то больше 100 лет, а вот новорождённые вполне могут встретиться. 
Значит, общий ряд данных выглядит так: 1917, 1918, ..., 2014, 2015, 
2016. 


в) Никакой уважающий себя банк более 15% годовых не даст, 
Что касается нижней оценки, то тут менее 0,01%, которые даёт 
Сбербанк России по вкладам до востребования, невозможно предста- 
вить. Значит, в этом случае общий ряд данных выглядит так: 0,01; 
0,02; 0,03; .. ; 14,98; 14,99; 15. 

г) В первой строке стихотворения в принципе могут встретиться 
все буквы русского алфавита от а до я. Следует исключить нереаль- 
ные случаи (ь, ъ, м). Оставшиеся буквы можно, например, перенуме- 


Подчеркнём, что определения в статистике не всегда носят столь 
же точный характер, как, скажем, определения в геометрии или ал- 
тебре. Например, в пункте 6) примера 1 от добавления 1914 и 1915 к 
последовательности 1916, 1917, ..., 2015 она не перестанет быть об- 
щим рядом данных. В пункте в) все годовые проценты можно было в 
принципе измерять с точностью до десятых сае ут анай 
ных составили бы числа 0,1; 0,2; ... 1, 15. 

нЕ 
кие-то данные из общего ряда вообще не встретились. Значит, надо 
отличать реально полученные результаты измерения от общего ряда. 
данных. Например, в измерении (И) нам реально встретились только 
такие результаты: 10, 20, 30, 40, 50, 60, 80, 90, 100, 120. Каждое из 
этих чисел называют вариантой измерения. 

Варианта измерения — один из результатов этого изме 
рения. 

Несколько непривычно, во в статистике используют слово имен- 
но женского рода. 


Если все варианты измерения перечислить по поряд" 
ку (и без повторений), то получится ряд данных измере- 
ния. В нашем измерении (И) ряд данных — это 10, 20, 
30, 40, 50, 60, 80, 90, 100, 120. 


10, 20, 30, ..., 170, 180 | 10, 20, 30, 40, 50, 60, 80, 90, 
100, 120 


варианта 
мэмерения 


первых двух строк стихотворения: 


а) «Не говори никому, / Все, что ты видел, забудь. 
6) «Это дерево сосна, /И судьба сосны жена..." 


Ива), ив 6) общий ряд данных — все буквы русского ал- 
фавита. а) Ряд данных: а, б. в. г. д. е. ё. з. и, к, л, м. н.о, р, 
с. т. у. ч. ы, ь. Тут непользована 21 буква на 33 местах и повторений 
букв очень мало. 

6) Ряд данных: а. б. в. д. е, м, и, о, р. с. т, у. ы. ь, 2, я. Здесь ис 
пользованы 16 бука на 30 местах, повторений больше, и в особенно 
сти это относится к букве «с». Это так называемая аллитерация. 


Как мы видим, не все варианты конкретного измерения находят" 
ся в одинаковом положении, Какие-то встречаются много раз, какие- 
то реже, а некоторые встречаются по одному разу. 


Если среди всех данных конкретного измерения одна из вариант 
встретилась ровно № раз, то число № называют кратностью этой ва- 
рианты измерения. 


раз, а время 120 минут встретилось один раз. Значит, кратность ва" 

рианты 60 равна восьми, а кратность варианты 120 равна 

рнтеСЕ единице. Перед дальнейшей обработкой данные измере- 

варианты мия удобно сгруппировать. Делается это так. Для удоб- 
ства запишем данные измерения (И) в десятках минут. 


т Например, в измерении (И) время в 60 минут встретилось восемь 
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Первые три результата 2, 10, 2 в первой строке перечёркнуты в 
знак того, что мы их уже сосчитали. Линии, которыми эти результа" 
ты перечёркнуты, повторим в выписанном заранее ряду данных: 


аа. 


И Е ИИ 


мерении, т. е. число повторений каждой варианты равно кратности 
6 этой варианты: 
111,2 = 5...5, бб, 
труппированный а == > 


ряд данных 


медиана 
вај Например, если упорядоченный ряд состоит из 15 чисел, 


Рие. 172 


Будем двигаться по строчкам далее и перечёркивать очередные 
результаты, а каждое зачеркивание копировать ниже соответствую- 
щей варианты в ряду данных. Вот что получится после прохождения 
первой строки: в ней по два раза встретились варианты 2, 3, 4 и по 
одному разу — варианты 5, 8, 9, 10. 


1 вт 


2 з 4 5 в ө жю и 12 
гие ии“ 
Результат после прохождения первых двух строк выглядит так: 
12 за Б вт в ө шю и 12 
ИШЛШИ ум 
Чтобы пе сбиться со счёту, вместо каждой пятой чёрточки прово- 
дят линию с другим наклоном, которая перечёркивает четыре пре- 
дыдущие чёрточки. На практике, конечно, все подсчеты производят 
в одном месте: ведь промежуточные результаты не нужны. Вот как в 
итоге будет выглядеть результат подсчета кратностей в нашем при- 
мере: 


12а з 4 5 6 в 9 10 12 
ИИ ЖИ НЕП И НИШИ 


Теперь можно составить сгруплированный ряд данных. В нём ка- 
ждая варианта повторена столько раз, сколько она встретилась в из- 


8, 8, 9,9, 9, 10, 10, 12. 


На этом заканчивается первый шаг обработки информации — её 
упорядочивание и группировка. 

После завершения этого шага удобно ввести важный статистиче- 

ский показатель — медиану ряда данных. Кратко, медиана рида чи- 

сел — это число, которое после упорядочения ряда «де 

лит» его на две равные по количеству данных половины, 


то восьмое по счёту число — это его медиана. И слева, и 
справа от медианы расположено одинаковое количество чисел такого 
ряда — по 7 штук (см. рис. 172). 


А как поступать, если упорядоченный ряд состоит из 16 чисел? 
Тогда надо выбрать восьмое и девятое по счету числа и взять их по- 
лусумму, Она снова находится «посередине», делит ряд «пополам»: 


и слева, и справа от него расположено одинаковое количество чисел 
рида, по 8 штук. 

Вот несколько примеров нахождения меди: 

Ряд 3, 4, 5 состоит из трёх чисел, его медиана равна 4. 

Ряд -3, -3, -1, 0, 5, 6, 7, 8, 2015 состоит из девяти чисел, его 
медиана равна 5. 

Ряд 3, 4, 5, 6 состоит из четырёх чисел, его медиана равна полу- 


2 

Ряд 0, 0,0,0,0.0, 1, 1. 1, 1 состоит из десяти чисел, его медиана 

равна полусумме чисел, стоящих на 5-м и на 6-м местах, т.е, равна 
9+0 0 
9-0. 


сумме 552, т, е. ранна 4,5. 


Сформулируем общее правило. 


Правило Дли махождения медианы ряда следует упорядочить 
этот ряд и посчитать в нём количество чисел. Если ряд со- 
держит 2л + 1 число, то медиана — это число, стоящее на 
(я + Тум месте, Если ряд содержит 2п чисел, то медиа- 
ма — это число, равное полусумме чисел, стоящих на п-м 
(п + 1)-м местах. 


Составим таблицу из двух строк, в первой из которых будет ряд дан- 
ных измерения. Во вторую строку таблицы поставим кратности соот- 
ветствующих вариант. Получим таблицу распределения данных. 
Вот как это выглядит в измерении (И). 


Если сложить все кратности, то получится количество всех дан- 
ных измерения — объём измерения. Так как опрашивали 50 работ- 
ников, то объём измерения (И) равен именно 50. На практике для 


контроля всегда складывают найденные кратности варнант: сумма 
должна равняться объему измерения. 

Кроме того, при общей оценке распределения данных 
не очень важно, что, например, варианта 9 имеет крат- 


пость 3 среди всех 50 данных. Так как 2. = 0,06, то 


удобнее сказать, что эта варианта занимает шесть сотых. 
общего объёма измерения. Так и поступают, т. е. делят 
кратность варианты ва объём измерения и получают ча- 
стоту варианты. 


таблица 
распределения 
данных 
объём 
измерения 


Частота варианты = обьем измерення 


Частоты всех вариант удобно приписать третьей строкой к уже 
составленной таблице, Новую трёхстрочную таблицу называют таб. 
лицей распределения частот измерения. Вот как это выглядит в из- 
мерении (И). 


Сумма всех частот равпа 1 — ведь это сумма дробей с 
одинаковым знаменателем, у которых сумма всех числи" 


частота. 
варианты телей как раз и равна этому знаменателю. Для удобства 


счёта и построения графиков частоты переводят в про- 


еее ИҢ центы от объёма измерения. Тогда таблицу распределе- 
‘частот 


ния дополняют ещё строкой частот в процентах. Она по- 
лучвется из предыдущей строки умножением на 100%. 
Итак, для измерения (И) получаем следующую таблицу 
уже из четырёх строк. 


К КИ [а [16 м ЕЛ ЕЗ рае 4 [а 10 ] 


Сумма всех частот в процентах, конечно же, равна 100 — ведь 
эта сумма в сто раз больше суммы в предыдущей строке. 


распределение данных измерения удобно задавать с помощью 
таблиц. Но мы знаем, что и для функций есть табличный способ их 
задания. Таблицы образуют «мостик», по которому от распределе- 
ния данных можно перейти к функциям и графикам.. 

7) Отложим по оси абсцисс значения из первой строки таблицы рас" 


пределения (т. е. варианты), а по оси ординат — значения из её вто 
рой строки (т. е. кратности варианты). Построим соответ" 


график ствующие точки в координатной плоскости. Получим 
распределения графическое изображение имеющейся информации — 
выборки график распределения выборки, Построенные точки для 


наглядности соединяют отрезками. Вот как это выглядит 
в измерении (И), данные которого мы уже представили в табличном 


ниде, 
г. шаоасоаооасе 
оаа | ге [е тю в [а [#1 | 


На координатной плоскости мы получили ломаную линию 
(рис. 173), которая является графиком некоторой кусочно-линейной 
функции. Эту ломаную называют многоугольником, или полигоном, 
распределения данных. Собственно, ройуроп и переводится как «мио- 
тоугольник». 


Рие. 173 


Рис. 174 


Точно так же составленные таблицы распределения частот и рас- 
пределения частот в процентах позволяют построить многоугольник 
частот н многоугольник частот в процентах. Для наглядности в 
практических приложениях удобнее использовать много- 
угольники частот в процентах: в них изменения по оси 


Бено) ординат от 1 до 100 визуально более заметны, чем изме- 
че нения от 0 до 1. Построим многоугольник частот в про- 


центах для измерения (И) (рис, 174). 


Мы видим, что даже для небольшого объёма измерений аккурат- 
ное «причёсывание» информации — довольно кропотливая вещь. 
При работе с большими объемами ниформации используют методы 
приближенной группировки данных. В таких случаях вариантой из- 
‘мерения является не одно число, а числовой промежуток. 


Рие. 175 


Например, в измерении (И) всех работников предприятия можно 
разделить на три группы. Во-первых, это те, кто живёт близко от ра 
боты. Они тратят на дорогу 10, 20 или 30 минут. Во-вторых, это те 
кто живёт недалеко. Их путь занимает от 40 до 60 минут, Все осталь- 
ные живут далеко и проводят в дороге более часа. Тем самым мы 
разбили промежуток между самой маленькой и самой большой вари" 
антой на промежутки 1—3; 4—6; 8—12 (в десятках минут). В итоге 
вместо десяти первоначальных вариант получилось всего три новые 
варианты: близко, недалеко, далеко. 

Для каждого промежутка можно найти количество результатов: 
измерения, попавших в этот промежуток. Получим кратности и та- 
блицу распределения новых вариант. 


Разумеется, можно составить и таблицы распределения частот и 
процентных частот новых вариант. Вот что получится. 


При такой грубой оценке мы кое-что утеря- 
ли из первоначальной информации. Например, 
теперь неизвестно количество работников, путь 

0% которых занимает 60 минут. Но мы что-то и 

34%. ‘приобрели: информация получила более ясное и 

близко/ удобное для объяснения представление. Вот как 

это выглядит, например, на круговой диаграмме 
(рис. 175). 

При графическом представлении больших 
объёмов информации многоугольники распределения заменяют ги. 
стограхмами, или столбчатыми диаграммами. Вы познакомитесь с 
ними в старшей школе. 


Каждый человек, кроме своих формальных, паспортных, данных, 
обладает рядом других свойств м качеств. Кто-то лучше всех решает 
задачи, кто-то — брюнет, кто-то замечательно играет на гитаре и т. п. 
Однако сравнительно небольшая паспортная информация (Ф.И.О., 
дата рождения, номер и дата выдачи паспорта) позволяет однозначно 
определить человека, выделить его среди других. У данных измере- 
ний тоже есть своего рода краткий паспорт, состоящий из набора ос- 
новных числовых характеристик. Поясним некоторые из них на 
уже знакомом нам примере измерения (И). 

Разность между максимальной и минимальной вариантой назы- 
вают размахом измерения. В измерении (И) размах равен 
120 - 10 = 110 минутам. 

Ту варианту, которая в измерении встретилась чаще других, на- 
зывают модой измерения. Если данные измерения уже собраны в дву- 
строчную таблицу распределения, то для нахождения моды следует: 

— во второй строке (кратность) выбрать наибольшее число; 

— от найденного числа подняться на клетку выше: полученное 
число и будет модой. 

Если данные измерения представлены графически в 
виде многоугольника распределения, то мода — это т0ч- 
ка, в которой достигается максимум многоугольника рас- 
пределения. Например, в измерении (И) мода равна 

50 минутам — наибольшее число работников (10) именно так оцени- 
пают время своего пути на работу. 

Заметим, что возможны более сложные распределения данных. 
Например: 


У этого распределения две моды. Как говорят, это бимодальное 
распределение. 
Наиболее важной характеристикой числового ряда данных явля- 
ется среднее значение (среднее арифметическое, или про- 
сто среднее). 


Правило 21 наанаа ринаЕ 


Для подсчета среднего значения удобно использовать сгруппиро- 


ванный ряд данных. Вот как это выглядит 


8, 8, 9, 9,9, 10, 10, 12. 
= 


Найдём среднее значении 
1.342 6.3.84 7,5 106.88 2,0 3.10. 2,121 _ 


_ 3412 +24 + 28 50+ 48516 + 27+ 20+12 
50 
Значит, среднее время для опрошенных работников составляет 
48 минут. 
Если таблица распределения частот данных уже известна, то 
среднее значение можно вычислять прямо по ней. Смотрите: 
1.3+2.6+3 +12.1 


= 4,8 (десятков минут). 


% 45.8. 
1-1 +2-5 +35 
Обратите внимание: все дроби в последней сумме — это частоты ва- 
риант, которые стоят перед этими дробями в качестве множителей, 
Значит, в таблице распределения частот можно просто перемножить 
числа в каждом столбце и затем сложить все полученные произве- 
дения. 


413-1, 
12 


Сформулируем общее правило. 


Правило 2 


Мы закончим этот параграф ещё одним конкретным примером 
измерения, кратко повторив для него шаги 1)—4) обработки данных 
(см. с. 246). 


На вступительном письменном экзамене по математике можно 
получить от 1 до 10 баллов. Сорок абитуриентов получили такие 
оценк 


є ттво2гюбв б 
тоз тә ә 2 з 2 в б 
єт вва ватоту 
вз ебе зттвбв 6 


1) Составить общий ряд данных: упорядочить и сгруппировать по- 
лученные оценки. 
2) Составить таблицы распределения данных и распределения ча- 


стот. 
3) Построить графики распределения. 
4) Найти размах, моду и среднее измерения. 


1) В принципе, возможны такие оценки: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 
8, 9, 10. Это общий ряд данных. В конкретно предложен" 
ном измерении встретились только такие оценки: 2, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 
10. Это ряд данных, вее числа в нем — варианты измерения, Нако- 
мец, 2,...,2,3, 3, 3, 5, 5, 6, +1, 8,8, 9,...,9, 10 — это 
ў Е Е Е ЗО 8 
сируппированный ряд данных. 

2) Всего было выставлено 40 оценок. Значит, 40 — это объём дан- 
ного измерения. Соберём кратности всех восьми вариант в таблицу; 
подечитаем и внесём в ту же таблицу все частоты (конкретизируем: 


0.125 — это 5, 0,075 — это Вит. д.) 


Гоа] [лав] 1 | 

РЗ ЕСТ О АСИ С ЕЯ ВТЗ 231 И 
3) Полученная таблица распределения позволяет построить три 
иены 


многоугольника 
(рис. 176—178). 


Рис, 176 


Рие. 177 


По существу различия в этих графиках состоят только в выборе 
единиц измерения и масштаба по оси ординат. 

4) Вернёмся к первоначальным данным. Размах измерения равен 
10-2-=8, Мода равна 6 — эта оценка встретилась чаще других, На- 
конец, среднее значение равно 


2.5335 2-611-19-8 4+95+10 1) 
10 


ов ба 450 245 6.125. 


Среднее значение — несомненно, важный показатель распределения 
данных. Ничуть не менее важным является показатель того, на- 
сколько тесно, плотно, расположены данные вокруг своего среднего. 
Этот показатель называется дисперсией (от латинского Фізрегзіо — 
рассеянне) Дисперсия чисел х, Х» Х» +, х, 1, х, равна числу 
ГАЛЫР где Е — среднее значение. 

равна нулю, то равен нулю и числитель этой дро- 


Если дисперсия заметно отличается от нуля, то какие-то числа ряда 
заметно отличаются от среднего 2. 


Четыре контролёра независимо друг от друга взвесили опытный 0б- 
разец. Получились такие результаты (в граммах): 14,1; 13,85; 14,15; 
13,9. Для прохождение образцом проверки требуется, чтобы диспер- 
сия была меньше 0,04. Пройдет ли проверку этот образец? 


ИНИГИН Так как 14,1 + 13,85 + 14,15 + 13,9 = (141 + 13,9) + 

+ (13,85 + 14,15) = 56, то среднее равно 56 : 4 = 14. Выпи- 
шем отклонения: 0,1; 0,15; -0,1 — и квадраты отклонений: 
0,01; 0,0225; 0,0225; 0,01. Их среднее равно 0,065 : 4 = 0,0165. Это 
и есть дисперсия. Она мепьше 0,04. 


Дь, пройдет. 


Два следующих свойства среднего и дисперсии иногда позволяют 
упростить вычисления. 


Если каждое число ряда увеличить (уменьшить) на постоянное чие- 
ло а, то среднее ряда также увеличится (уменьшится) на то же чие- 
ло, а дисперсия не изменится. 


Если каждое число ряда умножить на постоянное число, то среднее 
рида также умножитея на то же число, а дисперсия умножится на 
кадрат этого числа. 


Вопросы для самопроверки 


1. Из скольких осповпых этапов состоит порядок преобразо- 
вания данных конкретного измерения? 

2. Назовите этапы преобразования данных конкретного изме- 
рения. Опишите, в чём состоит упорядочивание и групши- 
ровка данных. 

3. Обълените, в чім ракиҳа межзу общим радои данных и 


2,3,4, 5,2, 4,5, 5, 4,3,3,3, 4,5,2, 2,1,3, 
1.4,3,3,1,2,2. 
Каков объём этого ряда? 

5. Перечислите все варианты ряда данных из вопроса 4. Ка- 
кая из этих вариант встретилась чаще всего? Какова её 
кратность? 

6. Что называется варнантой измерения (вариантой ряда дан- 
ных)? 

7. Дайте определение частоты варианты. Почему частота не 
может быть больше единицы? 

8. Почему сумма частот всех вариант измерения всегда равна 
единице? 


9. Какая из варнант называется модой измерения (модой ря- 
да данных)? 

10. Может ли кратность варнанты быть равной нулю? Ответ 
обоснуйте. 

11. Расскажите, как по сгруппированному ряду данных соста- 
вить таблицу распределения. 

12. Расскажите, как по таблице распределения данных нари- 
совать полигон распределения. 

13. Сформулируйте два правила нахождения среднего значе- 
ния. 

14. Найдите среднее значение и медману для ряда из вопроса 4. 

15. Что такое дисперсия распределения данных? 


С некоторыми комбинаторными задачами мы уже встречались в $26, 
В каждой из них мы подсчитывали количество всевозможных ком- 
бинаций, которые тем или иным способом можно составить, исходя 
из условия конкретной задачи. Например, из цифр 1, 5, 9 можно со- 
ставить ровно шесть трёхзначных чисел без повторяющихся цифр: 
150, 195, 519, 591, 915 и 951. А какую часть из них составляют, на- 
пример, числа, кратные пяти? Видно, что из этих шести чисел толь 
ко два числа делится па пять: 195 и 915. Значит, числа, кратные пя 
ти, составляют одну треть общего числа всех составленных чисел, 
В теории вероятностей говорят в этом случае так: 


і — это вероятность того, что трёхзначное число, составлен: 


ное из неповторяющихся цифр 1. 5 и 9, будет кратно пяти. 
Рассмотрим ещё несколько подобных примеров. 


Из цифр 1, 5, © случайным образом составляют трёхзначное число 
без повторяющихся цифр. Какова вероятность того, что получится 
число: 

а) большее 500; 

6) квадратный корень из которого не больше 24: 

в) кратное трём: 

г) кратное девяти? 


а) Из шести возможных чисел 159, 195, 519, 591, 915, 951 
первые два числа — 159, 195 — меньше 500, а последние 


четыре числа 519, 591, 915, 951 больше 500. Так кака = 2. то чие- 
ла, большие 500, составляют две трети общего числа исходов, и ме- 


коман вероятность равна 2 


6) Так как 24? = 576, то квадратные корни из чисел 159, 195, 519 
меньше 24, а квадратные корни из чисел 591, 915, 951 больше 24. 
Значит, нужные нам числа составляют половину общего числа исхо- 


дол, и пекомая вероятность анна 1. 


в) Сумма цифр каждого из шести чисел 159, 195, 519, 501, 915, 
951 равна 15, т. е. делится на 3. Поэтому каждое из возможных ше- 


сти чисел кратно 3. Так как $ = 1, то искомая вероятность равна 1. 


г) Сумма цифр каждого из чисел равна 15, т. е, ве делится па 9. 
Поэтому среди этих шести чисел вообще нет чисел, кратных 9, Так 


0, то искомая вероятность равна 0. 


1 А 
2 035: вы 06. 


Проанализируем решение примера 1. В пункте в) ответ можно 
было получить, не выписывая и даже не подсчитывая все возмож” 
ные трёхзначные числа из цифр 1, 5, 9. Просто при перестановках 
цифр их сумма 15 не меняется, т. е. все числа будут кратны трём, 

Здесь мы имеем дело с достоверным событием, Оно про- 
' навозновеое изойдёт при любом способе составления трёханачного 
событие числа из цифр 1, 5, 9 без повторяющихся цифр. В пун" 
кте г) никакое из чисел, которые вообще можно соста- 
рие вить из цифр 1, 5, 9, не делится на 9. Здесь мы встрети- 
лись с невозможным событием. Оно никогда не произой- 
дёт при составлении трёхзначного числа из цифр 1, 5, 9 
без повторений. В пунктах а) и 6) интересующие нас события могли 
как произойти, так м не произойти при случайном составлении 
трёханачного числа. Такие события называют случайными собы 

тиями. 

Простейший и, наверное, наиболее известный источник случай- 
ных событий — это игра *Орлянка»: монетку подбрасывают и смо- 
трят, какая из её сторон, орел или решка, выпадет. 


ПРИМЕР 2 


Монету подбрасывают три раза. Какова вероятность того, что: 

а) все три раза выпадет решка; 

6) решка выпадет в два раза чаще, чем орёл; 

в) орёл выпадет в три раза чаще, чем решка; 

т) при первом и третьем подбрасывании результаты будут различны? 


Решение Составим дерево вариантов, обозначив О — выпадение орла 
иР— выпадение решки (рис. 179). Мы видим, что всего воз- 
можны восемь исходов: 000, ООР, ОРО, ОРР, РОО, РОР, РРО, РРР. 


1-е броеание 
2-е бросанне 
3-е бросание 


Рие 179 Всего: В исходов 


а) Решка выпадет три раза только в одном из восьми исходов. 
Значит, искомая вероятность равна 1 = 0125. 


0) Из восьми возможных исходов только в трёх случаях решка 
выпадет в два раза чаще, чем орёл: ОРР, РОР, РРО. Значит, искомая 


вероятность равна 8 = 0,375. 


в) Если решка выпала хоть раз, то орлов должно быть не менее 
трёх. Но тогда подбрасываний будет никак не меньше четырёх, а их. 
по условию всего три. Значит, указанное событие невозможно. Впро- 
чем, можно просто перебрать все восемь возможных исходов и уви- 
петь, что ви едик жо вих ио походит, Итак, искомая эороетить 
равна 0. 

г) Из восьми возможных исходов интересующее нас событие про- 
изойдёт в следующих четырёх случаях: ООР, ОРР. РОО, РРО. Зна- 


чит, искомая вероятность равна 4 = 0,5. 


Ответ а) 0,125; 6) 0,375; в)0; г) 0.5. 


В реальности монетка может упасть не только на одну из своих сто- 
рон, но и прислониться к стене или ножке стула, может укатиться 
довольно далеко и потеряться, её может кто-то схватить и убежать и 
т. п. Ясно, что при подечётах вероятностей невозможно или, по 
крайней мере, очень сложно учесть подобные случаи. Поэтому зара- 
мее договариваются, что при подбрасывании монетки возможны 
только два случая — орёл или решка и, более того, что эти случаи 
`равновозможны между собой. Это означает, что вероятность пыпаде- 
ния орла при одном подбрасывании монетки заранее предполагается 


равной 1 и, соответственно, вероятность выпадения решки при одном 
подбрасывании монетки также предполагается равной ЕЯ Получается 


некоторая «идеальная» монетка, или простейшая вероятностная мо- 
дель реальных монет. Различие тут примерно такое же, как между 
реальным автомобилем и машиной, которая, как это бывает в тексто- 
вых задачах, на протяжении нескольких часов едет с постоянной ско- 
ростью по прямолинейному шоссе. Конечно же, и прямолинейность 
шоссе, и равномерность движения, да и просто «расстояние между 
пунктами А и Б» — это только модели реальных ситуаций. Однако 
для простейших, первоначальных подсчетов как раз и нужны про- 
стые модели: ведь действовать в сложных моделях намного сложнее! 

Итак, мы приходим к следующей схеме подсчёта ве- 


`равновоэможные | Роятности случайного события при проведении некоторо- 


го испытания. Подчеркнём, что применять эту схему 
можно только в тех случаях, когда все иеходы этого ие- 
пытания равновозможны между собой. 

Принято вероятность события А обозначать Р(А). Объяснение та- 
кого обозначения очень простое: «вероятность» по-французски 
ртофаЬіёё, по-английски «вероятно» — ргофау. Используя это обо- 
значение, вероятность события А можно найти с помощью форму- 


мл 
лы РА) = М. 


Для нахождения вероятности случайного события А при прове- 
дении некоторого испытания следует: 
1) найти число № всех возможных исходов данного испытания; 
2) найти количество МКА) тех исходов испытания, в которых насту- 
пает событие 


3) найти частное МА); оно м будет равно вероятности события А. 


Довольно часто пункты 1)—3) приведённой классической вероят- 
ностной схемы выражают одной довольно длинной фразой. 


'Вероятностью события А при проведении некоторого испытания на- 
зывают отношение числа тех исходов, в результате которых насту- 
пает событие А, к общему числу (равновозможных между собой) 
исходов этого испытания. 


В частности, если событие А невозможно при проведении некото- 
Ө) рого испытания, то МА) = 0 и поэтому Р(А) = М © 


= 5 = 0, Напро- 


м 
тив, достоверность события А при проведении некоторого испыта- 
м „М 

г р 


ния означает, что М(А) = № и поэтому Р(А) = т 


В правильном девятиугольнике АВСРЕРСКІ. случайным образом. 
провели одну из диагоналей, Какова вероятность того, что: 

ъ) по обе стороны от неё лежит одинаковое количество вершин; 

6) по одну сторону от диагонали будет лежать более двух вершин; 
в) диагомаль отрезает от девятиугольника какой-то треугольник; 

г) один из концов диагонали — вершина І, или вершина 0? 


а) Вне диагонали лежит семь вершин. Так как 7 — число 
иечётиое, то по обе стороны не может лежать одинаковое 
количество вершин. Значит, это невозможное событие, его вероят- 
ность равна 0. 

6) Если по одну сторону от диагонали лежит одна вершина, то по 
другую сторону — шесть вершин; если по одну сторону лежат две 
вершины, то по другую сторону — пять вершин (рис. 180, а); нако- 
нец, если по одну сторону лежат три вершины, то по другую — четы- 
ре (рие. 180, 6). Мы видим, что в любом случае хотя бы с одной сто- 
роны лежит более двух вершин. Значит, мы имеем дело с достовер- 
ным событием, его вероятность равна 1. 

в) Сначала придётся посчитать количество № всех диагоналей. На- 
чало диагонали можно выбрать девятью способами, а конец — шестью 
способами: ведь при уже выбранном начале диагональ нельзя прове- 
сти ни в эту вершину, ни в две соседние вершины. По правилу умно- 
жения получается 9 - 6 = 54 диагонали. Но при таком подсчёте каж- 
дую диагональ, например ОС. мы посчитали дважды: как диагональ 
с началом в Р и концом в б и как диагональ с началом в С и концом 
в Р (рис. 180, а). Значит, всего проведено № = 54 : 2 = 27 диагоналей, 


Рие. 180 


Диагонали, отрезающие треугольники, — это АС, ВР, СЕ, ОР, 
ЕС, ЕК, ОГ. КА, ВІ, (рис. 181). Их девять — столько, сколько вер: 
шин у АВСРЕРСКИ, Значит, искомая вероятность равна 5. = 1. 

т) Из вершины 2 можно провести шесть диагоналей (рис. 182) и 
из вершины Е. — столько же. Получается 12 диагоналей, но одну из 
них, а именно диагональ ГЛ, мы посчитали дважды, Остальные де- 
сять диагоналей посчитаны по одному разу. Значит, интересующее 
нас событие произойдёт в 11 случаях, а потому искомая вероятность 

и 


равна „г. 


а) 0; 6) 1; 


Имеется тесная связь между, с одной стороны, множествами, их эле- 
ментами и подмножествами и, с другой стороны, испытаниями (опы 
тами, экспериментами), их исходами и случайными событиями. 


Рие. 183 


Допустим, вы каким-то образом перечислили все № возможных 
исходов некоторого опыта, испытания, эксперимента. Может быть, 
вы выписали эти исходы в одну строку, через запятую. Может быть, 
каждый исход записали в отдельную строку и строки пронумерова" 
ли. Может быть, вы изобразили исходы какими-то значками на ли- 
сте бумаги или разместили их под разными «ярлычками» на экране 
монитора и т. п. Важно, что все № исходов вы рассмотрели как еди 
ное множество, перечисленное поэлементно (рис. 183, а). 


Из них: МА) благоприятствующих 
событию А 
а Д 


Теперь вас интересует вероятность некоторого случайного собы- 
тия А, которое может произойти, а может и ме произойти в результате 
проведённого испытания. Это означает, что событие А происходит при 
наступлении только некоторых из всех возможных № исходов. Отме- 
тим их цветом (рис. 183, б). Тогда в вашем списке всех исходов возни- 
кает некоторое подмножество, состоящее из (А) элементов. 

Получается, что случайное событие А ассоциируется с подмноже- 
ством множества всех исходов, а вероятность события А — это доля 

исходов, благоприятствующих А, среди множества восх. 


‘благоприятствую-  / возможных исходов. В частности, вероятиость каждого 
щий исход. 1. 


отдельного исхода равна лг. 


В нижеприведённой таблице мы показываем связь между терми- 
нами теории вероятностей и теории множеств. 


=== 


С ЭЛЕМЕНТЫ КОМБИНАТОРИКИ, СТАТИСТИКИ И ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 


Оба столбца в этой таблице могут быть продолжены: новых поня- 
тий и в теории вероятностей, и в теории множесть хватает. Как при 
этом «переходить» по строчкам — весьма сложный вопрос. Мы огра- 
ничимся только небольшим продвижением и начнём, как обычно, с 
примера. 


ПРИМЕР 4 


Из 50 точек 17 — синего цвета, 13 — оранжевого, а остальные точки 
никак не окрашены. Какова вероятность того, что случайным обра- 
зом выбранная точка окажется: а) синей; 6) не оранжевой; в) окра- 
шенной; г) не окрашенной? 


= 0,14. 


вур = Мення али ораненыя оза) П об, 


50-17 +128) 
50 


Р = = 0,4. 


Событие В называют противоположным событию А, если событие В. 
происходит тогда и только тогда, когда не происходит событие А; 
обозначают: В = Л. События А и В называют несовместными, осли 


они не могут происходить одновременно. 


Г] Несовместные события изобража- 
ются непересекающимися подмноже- 
ствами множества всех исходов испы“ 
тания (рис. 184). 

Типичный пример несовместных 

22 событий: любое событие А и противо- 

Рие. 181 А и В песонместны положное событие Д. 


Доказательство следующей теоремы, по существу, повторяет ре- 
шение примера 4 в). 


ТЕОРЕМА 1 


Если события А и В несовместны, то вероятность того, что насту. 
пит или А, или В, равна РА) + Р(В). 


Обозначим буквой С нитересующее нас событие. Собы- 
тие С наступает тогда и только тогда, когда происходит 
хотя бы одно из событий А или В. Так как А и В несовместны, то 
МС) = МА) + МВ). Поделим это равенство ва № — число всех воз- 
можных исходов испытания. Получим: 


МС) _ МА + МВ) _ МА, МВ) 
Е] 


но - МО -. А = МА) + МВ). 


Для того чтобы теорему 1 записать с использованием формул, 
нужно как-то назвать и обозначить событие, состоящее в наступле- 
ини хотя бы одного из двух данных событий А и В. Такое событие 
называют суммой событий А и В и обозначают А + В. При переводе 
операции сложения случайных событий на язык теории множеств 
получается операция объединения множеств: ведь соотношение 
хс А В как раз и означает, что х С А или хЄ В. 

Итак, вот краткая формулировка теоремы 1. 


Если А и В несовместны, то Р(А + Р(А) + Р(В). 


Дая нахождения вероятности противоположного события следует 
из единицы вычесть вероятность самого событи 
РАЯ) = 1 - А). 


Событие А + Я достоверно: при любом исходе испытания 
происходит либо событие А, либо событие А Значит, Р(А +А) = 1. 
Событие А и противоположное событие А по определению несовмест- 
ны. Значит, РМ + Д) = РА) + РАД). Поэтому 1 = РА +А) = РА) +Р(А), 
и РА) = 1 - РА). 


В тех случаях, когда посчитать вероятность противоположного 
события проще, чем найти вероятность самого события, удобно ме- 
зюлынтать и свмметричиую формулу РА) = 1 = АСЛ), Типичной пи 
туацией являются события, описание которых использует оборот 
«хотя бы один раз» или аналогичный ему. 


| примеру ООО 
Какова вероятность того, что при трех последовательных бросаниях. 
игрального кубика хотя бы один раз выпадет 6? 


ее = 
ЭЛЕМЕНТЫ КОМБИНАТОРИКИ, СТАТИСТИКИ И ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 


При одном бросании кубика равновозможны выпадения 1, 
2, 3, 4, 5 или 6 очков. При втором бросании, вне зависимо- 
сти от исхода предыдущего бросания, возможны те же результаты. 
Для трёх бросаний по правилу умножения получаем, что всего воз- 
можно № = 6 · 6 · 6 исходов. Обозначим буквой А интересующее нас 
событие, т. е. выпадение хотя бы одной шестёрки, А в чём состоит 
противоположное событие А? Оно означает, что шестёрка вообще не 
выпадет ни в первый, ни во второй, ни в третий раз. Но тогда все три 
раза на кубике выпадет одна из пяти цифр 1, 2, 3, 4 или 5. Приме- 
ним ещё раз правило умножения и найдём, что №(Я) = 5.5. 5. Зна- 


чит, РОД) = и 0,5787 и РА) = 1 - РД) = 0,4213. 


Мы познакомились е вероятностными задачами, в которых множе- 
©) ство исходов можно тем или иным способом подсчитать. Другими 


словами, количество № всех возможных исходов конечно. На встре- 
чаются испытания и с бесконечным числом исходов. К ним класси 
ческая вероятиостная схома уже не применима. Рассмотрим пример. 


Случайным образом выбирают одно из решений неравенства 
|х - 1 < 3. Какова вероятность того, что оно окажется и решением 
неравенства |= — 2] > 3? 


ПИШЕТ Разумеется, следует для начала решить оба неравенства, 
Вспомним геометрический смысл модуля разности [а - 01 — 
это расстояние между точками а и В 
числовой прямой. Поэтому неравсн- 
ство |х = 1| < 3 означает, что рассто- 
Фе л85 ШЕШШ — це между точками х и 1 не боль. 
ше 3. Значит, [-2; 4] — решение 
этого неравенства. Отметим этот от- 
резок длиной 6 штриховкой 
Рис. 156 АА при. 185). 

Второе неравенство |х – 21 > 3 
означает, что расстояние между точ- 
ками х и 2 не меньше 3. Значит, (00; -1] 0 [5; +25) — решение этого 
неравенства (рис. 186). Отметим это множество другой штриховкой. 

В пересечении получится отрезок [-2; 1] (рис. 187). 


Мы видим, что из всех ре- 
Ри.187 — оо шений неравенства |х - 153 
только одну шестую часть со- 
ставляют решения неравенства |х — 2] > 3. Вероятность попасть в лю- 
бой участок отрезка предполагается пропорциональной длине этого 

1 


отрезка, Значит, искомая вероятность равна 


Графический редактор, установленный на компьютере, случайно от- 

мечает одну точку на мониторе — квадрате АВСР со стороной 12 см. 

Какова вероятность того, что эта точка: 

а) окажется в верхней половине монитора; 

6) окажется одновременно и в нижней, и в левой половине мони- 
тора; 

в) будет удалена от вершины Р не более чем на 11 см; 

г) будет ближе к центру монитора, чем к вершине С? 


а) Пусть $ — площадь монитора. Тогда площадь его верх- 
ней половины равна 0,55 (рис. 188, а). Вероятность по- 
пасть в любую часть монитора предполагается пропорциональной 
площади этой части. Значит, искомая вероятность равна 9235 = 0,5. 


6) В этом случае редактор может отметить любую точку из левой 
нижней четверти монитора (рис. 188, 6). Её площадь равна 0,255. 


Значит, вероятность указанного события равна 9:255 = 0,25. 


в) Нарисуем круг радиусом 11 см е центром в точке Р. В пересе- 
чении со всем квадратом АВСР получится только четверть этого кру- 
та (рие, 188, в), Площадь этой четверти равна 1 яг? = 1217. = 30,257, 
Выясним, какую часть площадь этой фигуры составляет от площади 
всего монитора: 


30,255 _ 30,25 314 _ 94.985 _ бб 
1м 144 144 РЕР 


Отношение площадей как раз и даёт нужную вероятность. 

г) Соединим отрезком вершину С с центром О монитора. К этому 
отрезку построим серединный перпендикуляр т. Его точки равно- 
удалены от точек С и О, а точки, лежащие выше т, находятся ближе 
к С, чем к центру О. Пусть К = т П ВС, 2 = т Сри М = т П ОС. 


в ТЕХ: эммеиты комвинатоғики, СТАТИСТИКИ и ТЕОРИИ вероятностей" 


Тогда АКСЕ, состоит из всех точек монитора, которые удалены от С 
не дальше, чем от центра монитора (рис. 188, г). 
А 


Так как МС = 0,50С = 0,25АС = 0,25 · /2 · АВ, то 
МЕ 
бка = 25,4920: МС! МС! = [| - АВ? = 0,1255. 


тность выбора точки из АКСУ, равна ЗА = 0,125. 


ко ў 
ей а) 0.5: 6)0.25; в) = 0,66; ғ) 0,875. 


Сформулц труем общее правило для нахождения геометрических 
вероятностей. 


=======5 


геометрическая 
вероятность 


Аналогично поступают и с множествами на числовой прямой, и с 
пространетвенными телами. Но в этих случаях площади следует за- 
менить или на длину числовых множеста, или на объёмы простран- 

ственных тел. В действительности этот выбор является 
дискретным, просто точек очень много и они все равно- 
правны, и поэтому можно применять соображения непре- 


рывной вероятности. 


Вопросы для самопроверки 


Мопету подбрасывают два раза. Какова вероятность того, 
что оба раза выпадет орёл? 

Монету подбрасывают два раза. Какова вероятность того, 
что результаты будут разными? 

Монету подбрасынают три раза. Нарисуйте дерево вариан- 
тов. Какова вероятность того, что в первый и во второй раз 
результаты будут одинаковыми? 

Игральный кубик бросают дважды. Какова вероятность то- 
го, что сумма выпавших очков равна 1? равна 137 
Игральный кубик бросают дважды. Какова вероятность то- 
то, что произведение выпавших очков меньше 40? боль- 
ше 0,9? 

Объясните, почему вероятность достоверного события всег- 
да равна 1. 

Объясните, почему вероятность невозможного события 
всегда равна 0. 

Из скольких основных шагов состоит классическая вероят- 
ностная схема? 

Объясните, почему вероятность любого события не может 
быть больше 1. 

Сформулируйте определение события, противоположного 
событию А. 

Сформулируйте теорему о нахождении вероятности проти" 
воположного события. 

Какие два события называются несовместными? 
Сформулируйте теорему о вероятности Р(А + В) суммы 
двух несовместных событий. 

На отрезке [0; 5] наугад выбирают точку. Какова вероят- 
ность того, что она окажется ближе к числу 3, чем к чис- 
лу1? 

В поле 3х3 для игры в крестики-полики наугад выбирают 
точку. Какова вероятность того, что она окажется в цен 
тральном квадрате? 


В заключительном параграфе главы 5 мы расскажем о связи между 
Ө) вероятностями случайных событий ($28) и экспериментальными ста- 


тистическими данными ($27). Напомним, что статистические дан- 
ные, как правило, представляют собой данные какого-либо конкрет 
ного измерения, проведенного в реальности, а при вычислении веро- 
ятностей случайных событий мы имеем дело с той или иной моделью 
реальности. Как же связаны между собой реальность и модель реаль- 
ности? Насколько точно наши теоретические представления об окру- 
жающем мире соответствуют тому, что происходит на практике? 
Рассмотрим конкретный пример, связанный с наиболее извест- 
ным источником случайных событий — подбрасыванием монетки. 


На практических занятиях по обработке данных каждый из 
20 школьников подбросил рублёвую монетку 50 раз, подсчитал ко- 
личество й выпадений орла и записал это количество в процентах от 
общего числа бросаний. Полученные данные были собраны в таб- 
лицу. 


равоопооаоооооооа2ооо200 
Га (аат за зо зв зз 2022 зо[=2 аз а [ааа [аа аз зо [во] а1] 
9926102 626203 ©2201 03 (001 62] 63 02 02 6203 02 


Мы видим, что встретились достаточно разбросанные результаты: 
от 21 до 30. Если частоту появления орла перевести в проценты, то 
получатся результаты от 42 до 60%. С одной стороны, ровно полови 
на (25) от числа всех бросаний получилась только в двух случаях. 
Но, с другой стороны, отклонения остальных результатов от 25 не 
так уж и велики: самое большое отклонение равно 5, т. е. составляет 
10% от общего количества бросаний монетки. Объединим получен- 
ные результаты в более крупные группы. Будем считать, что сумма 
результатов №1 и №2 — это один результат для 100 бросаний, сум- 
ма результатов №3 и №4 — это второй результат для 100 бросаний 

Получим 


ит. новую таблицу. 
ЕЕЗ Е (2-2 [15-10|27-18/ 19-20) 
Еа "| о[и [е[а[ а [ае [ры ыы | 


Перевод в проценты тут можно не делать: ведь появление 51 орла 
при 100 бросаниях как раз и означает появление орла в 51 % случаев 
от общего числа бросаний. Теперь ровно половина от 100 бросаний 
вообще не встретилась, но зато отклонения от этой половины в про" 
центном измерении уменьшились и составляют уже ие более 4%. 
Продолжим укрупнение. Посмотрим, что выйдет при группировке 
по 200 бросаний. 


Мы видим, что при увеличении количества бросаний монетки ча- 
стота появления орла приближается к половине от общего числа бро- 
«аний. Особенно это заметно, если рассмотреть все проведённые бро- 
сания монетки — все повторения одного и того же простейшего эке" 
перимента со случайным исходом. Всего в 20-50 = 1000 проведённых 
бросаний монетки орёл появился в 498 случая: 
100 + 102 + 94 + 99 + 103 = 500 + (0+2-6-1+3) = 498, 

Процентная частота появления орла, таким образом, равна 
49,8%, и отклонение от половины, т. е. от 50%, составляет только 
0,2%. 


Вообще проведение заметного чиела экспериментов показывает, 
что частота выпадения орла при достаточно большом числе бросаний 
® практически неотличима от 0,5, или от 50%. Например, в большин" 


стие учебииков по статистике иди по теории вероятностей приводят 
результаты экспериментов французского учёного Ж. Бюффона 
(ХУШ в.) и английского математика К. Пиреона (конец ХІХ в.). Они 
бросали монету соответственно 4040 и 24000 раз, и орёл выпал 2048 
и 12012 раз. Если посчитать частоту выпадения орла, то получится 


2048 12012 
304 = 0.50603... у Бюффона и узоро = 0.5005 у Пирсона, 


При неограниченном увеличении числа независимых повторений 
одного и того же опыта в неизменных условиях практически досто" 
верно, что частота появления фиксированного случайного события 
сближается с некоторым постоянным числом. Это явление называ- 
ют статистической устойчивостью, а указанное число — статисти- 
ческой вероятностью события. 


ЭЛЕМЕНТЫ КОМБИНАТОРИКИ, СТАТИСТИКИ И ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 


Подчеркнем, что для каждого конкретного числа повторений 
опыта частота появления события скорее всего отличается от веро- 
ятности события. Явление статистической устойчивости гарантиру- 
ет лишь, что с увеличением числа повторений опыта вероятность 
заметного отличия частоты события от его вероятности стремится к 
нулю. 

Такая устойчивость имеет место не только для бросаний монет- 
ки, но и для вытаскивания карт, выпадения определённого числа оч- 
ков на игральных кубиках, пола новорождённых, среднесуточной 
температуры и вообще для большинства случайных событий. Явле- 
ние статистической устойчивости соединяет реально проводимые, 
эмпирические, испытания с теоретическими моделями этих испыта- 
ний. 


ют частотными таблицами языка. Приведем таблицу встречаемо- 
сти букв русского языка, кроме ё и (частоты приведены в про- 
центах). 


о 25 С СЗ Е ЛЕЗ ИСИ ИСИ ВС 
ЕЕ ИЕ Е ИЕ ИС ИС ИС ИЕ 
2 аси си я С Е ЕЯ 
[аваа] га | а [а [а [оо | за [чо [2 [5а [з [оа] 
ещ х |а| чшщлы [ь Тю [я | | 
[кинь [оз | о | ол [ое [оз [в лм Гоз [ое [те пт] 

Это значит, что из 1000 случайно выбранных в тексте буки или 


пробелов буква ф будет в среднем стоять на двух местах, буква о — 
на девяноста местах, пробел окажется в среднем на 175 местах 


частотной таблице можно определить автора примерно так же, как 
и по отпечаткам пальцев. Вот два примера из нашей недавней исто- 
рии. До сегодняшнего дия не утихают споры об авторстве «Тихого 
Дона». Многие считают, что в 23 года такую глубокую и воистину 
зеликую книгу М. А. Шолохов написать просто не мог. Выдвига- 
лись разные аргументы и разные кандидаты в авторы. Особенно 
жаркими были споры в момент присуждения ему Нобелевской пре- 
мии по литературе (1965), Статистический анализ текстов и сличе- 
ние с текстами, где авторство М. А. Шолохова пе вызывало сомие- 
мий, подтвердили всё же гипотезу о нём как об истинном авторе 
«Тихого Дона». 

Вторая история носит более политический характер. В начале 
60-х годов «на Западе», как говорили тогда в СССР, опубликовали 
литературные произведения, «очерняющие прогрессивный характер 
социалистической системы... ». Автором являлся А.Терц, и это был, 
пие всякого сомнения, псевдоним. В соответствующих органах про" 
вели сравнительный анализ опубликованных +вредительских» тек- 
стов и результаты сличили с имеющимися текстами ряда возможных 
кандидатов в авторы. Так было установлено, что настоящим автором 
является литературовед Андрей Донатович Синявский. Он, в об- 
щем-то, в итоге и не отпирался м на суде в 1966 году («Процес Си- 
иявского и Даниэля») получил семь лет наказания в колонии общего 
режима. Вот такая статистика, 

Приведём пример использования статистики при расшифровке 
закодированных текстов. Один из первых известных способов шиф- 
ровки текстовых сообщений состоит в следующем. Каждую букву ал- 
фавита языка, на котором пишется сообщение, заменяют какой-то 
другой буквой этого же алфавита. Получается перестановка букв 
алфавита. Например: 


Тогда словосочетание «милая мама» после шифровки будет вы- 
глядеть так: «сютяа сяся». Адресат послания, у которого есть табли- 
ца перестановки букв, без труда сможет провести обратный перевод 
загадочного слова «тшжюря» (сделайте это, а наша расшифровка — 
в конце параграфа). Если же послание перехвачено, а шифроваль- 
ный код нензвестен, то при расшифровке может помочь статистика. 
Допустим, что текст послания достаточно большой. Например, около 
страницы машинописного текста. Получится 30—40 строчек по 60— 
Т0 буки, т. е. всего около 2000 «шифрованных» букв. Составим для 
них частотную таблицу встречаемости в тексте шифровки и сравним 


сё с таблицей встречаемости «настоящих» букв русского алфавита 
(см. выше). Если для какой-то буквы, скажем для й, подсчитанная 
частота превысит 9%, то с заметной долей уверенности можно утвер- 
ждать, что этой буквой зашифрована буква о первоначального тек- 
ста, Если же частота буквы, скажем м, в шифровке оказалась равной 
примерно 7%, то скорее всего это шифр буквы е. Конечно, так полу- 
чится только приблизительная расшифровка, потому что, скажем, 


буквы а и и или ц и ч неразличимы по частоте встречаемости. Но 
потом можпо будет учесть грамматику русского языка, таблицы 
встречаемости не только букв, но м устойчивых сочетаний букв (ст, 
про). союзы, предлоги, общий смысл послания и т. п. и в итоге 
успешно расшифровать имеющийся текст, 

Такой статистический метод работает и при замене букв алфави- 
та произвольными значками, например: 


Явление статистической устойчивости позволяет приблизительно 
оценивать вероятности событий даже в тех случаях, когда эти веро- 
ятности мы заранее не знаем. Действительно, пусть требуется найти 
или оценить вероятность события А при проведении некоторого ис" 
пытання. Будем проводить независимые повторения этого испыта- 
ция в пензменных условиях. Отметим те из повторений, в которых 
наступило интересующее нас событие А, м подсчитаем частоту насту- 
плення события А. 

Статистическая устойчивость означает, что при проведении боль- 
шого числа повторений испытания подсчитанная частота практиче- 
ски совпадёт с неизвестной нам вероятностью наступления собы- 
тия А. Значит, найденная частота приблизительно равна вероятности 
события А. Следует только точно понимать, что частоту наступления 
мы подсчитываем для редльных событий, а вероятность — для тео- 
ретической модели этих событий. 


Каждый из десяти игроков 50 раз подряд повторил одновременные 
бросания трёх игральных костей различного цвета и подсчитал ко- 
личество № тех бросаний, в которых не выпала шестёрка. Получи- 
лись такие результаты: 


а) Составить таблицу частот (в процентах) невыпадения шестёрки 
лля каждого игрока. 

6) Составить таблицу частот (в процентах) невыпадения шестёрки. 
для результатов игроков 1—2, 3—4, ..., 9—10. 

в) Какова частота невыпадения шестерки для всех 500 проведённых 
бросаний? 

г) Найти вероятность невыпадения шестёрки при бросании трёх 
игральных костей. 


5) 


в) Всего из 500 проведённых бросаний шестёрка отсутствовала в 
288 случаях. Значит, частота равпа 254 = 0,566, или 56.6%. 


г) Проведём подсчёт по классической вероятностной схеме. По 
правилу умножения при бросании трёх различных игральных костей 
возможны № =6-6-6 = 216 равновозможных исходов. Пусть А — со- 
бытие, состоящее в невыпадении шестёрки. Это значит, что для ка- 
ждой кости есть только пять равновозможных исходов: 1, 2, 3, 4, 5. 
О прин мени роду что ПАЈЕ ОРЕ Ие 

ачит, 


њу = М9) = 185 = оуутвт. 


Итак, мы видим, что теоретическая вероятность невыпадения 
шестёрки, вычисленная по классической вероятностной модели, со- 
ставляет примерно 57,9%, а статистическая частота, вычисленная 
практически, равна 56.6%. Расхождение, конечно, имеется, но не 


слишком существенное. 


И в заключение: «тшжюря» — это «логика». 


Основные результаты 


Вы познакомились е основными методами решения про- 


Мы ввели новое понятие: факторнал. 

Вы познакомились с новой математической моделью, ко 
торая служит описанием многих вероятностных задач, — 
классической вероятностной схемой. Для подсчёта вероят- 
ности в этой модели используется формула 


мА) 
МА) = 7. 


Вы узнали об основных видах случайных событий: 
— достоверное и невозможное события; 
— несопместиые события; 
— событие, противоположное данному событию: 
— сумма двух случайных событий. 
Мы доказали три теоремы: 
числе перестановок множества, состоящего из п эле- 
ментов: 


Р, = ть 

— о вероятности суммы двух несовместных событий; 

— о вероятности противоположного события. 

Мы обсудили простейшие методы статистической обра. 

ботки результатов измерений, полученных при проведе“ 

нии того или иного эксперимента. 

Вы узнали новые понятия и термины: 

— общий ряд данных и ряд данных конкретного измере- 
ния; 

— варианта ряда данных, её кратность, частота и процент" 
ная частота; 

— струппированный ряд данных; 

— многоугольник распределения. 

Вы познакомились с простейшими числовыми характери- 

стиками информации, полученной при проведении экспе- 

римента, которые образуют своего рода паспорт результа“ 


м 


Статистика в нашем классе: рост, вес, на какой день меде- 
ли приходится день рождения, среднее значение оценок по 
предмету и т. и. 


А симотота вертикальная 134, 
170 


— горизонтальная 134, 170 


Б лагоприятствуюиций исход 267 
варнапта измерения 247 
вероятность 265 
— геометрическая 272 
— статистическая 275 
верхняя граница 193 


Г рафик распределения выбор 
ки 252 

— уравнения с двумя перемен- 
ными 60, 77, 78 


Пн: быв авы 
ий 226 

дерево возможных варнан- 

тов 239 

диафантово уравнение 66 
дисперсия 259, 260 

дробная часть числа 188 


З ависимая переменная 125 


Предметный указатель 


— математической иидук- 
щим 228 
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Исторические сведения 


Знак равенства = был впервые предложен Робертом 

Рекордом (1510—1558), автором первой изданной в Ан- 

глин книги по алгебре (1540). Горизонтальные отрезки 

были весьма длинными. Автор обосновывал это примерно 

так: «Я использовал этот знак, потому что нет ничего бо- 
лее равного, чем два таких отрезка» (см. ниже оригинальный текст). 
Такой же знак в то время использовался и для обозначения парал- 
лельности. Путаница была исчерпана, после того как для параллел 
ности стали использовать вертикальные отрезки. Окончательно это 
произотло только в ХУШ в. Еще Декарт в середине ХҮП в. исполь" 
зовал для равенства специальный знак =, 


Знаки перавенсть >, < были получены из знака Рекорда накло- 
ном отрезков. Это предложение Томаса Хәрриота (1560—1621) было 
принято математиками благосклоннее и быстрее, чем сам знак =, 
уже к концу ХУП в. 
Знаки нестрогих неравенств >, < 
н кух предложил один из предшествении- 
ков математического анализа Джон 
‹ Валлис (1616—1703), автор моно- 
УЧЕБНИКЪ графин «Всеобщая математика или 
АЛГЕБРЫ "ч курс арифметики» (1657). 
В оригинале черта стояла выше зна- 
а оаданы, ка строгого неравенства, а не ниже 
его. 
Систематическое изучение н ре- 
шение различного типа нера" 
зенсти — вещь относительно недав- 
няя в учебниках по математике. 
В отечественной учебной литературе 
такие разделы стали регулярно появ" 
ляться, начиная со второй половины 
ХХ в. До этого ограничивались чис- 
ловыми неравенствами, их свойства» 
ми и решением линейных нера- 
венств, см. например, регулярный 
учебник алгебры начала ХХ в. 
(ир: Уге та ћейи. ғи /асћооњоока/вћаровћпікоу-иеһеБнік _ 
ааеті-2.4јун) 


В докомпьютерные и докалькуляторные времена различные при- 
ёмы и способы приближённых вычислений составляли чуть ли не ос- 
новной материал многих математических трактатов, начиная от 
древневавилонских до эпохи Позднего Возрождения. 

Десятичные дроби впервые встречаются в древнекитайской мате- 
матике (примерно Ш в. до н. з.). Широкое распространение десятич- 
ные дроби и их исчисление» получили у арабских и персидских 
учёных. В Европе голландский математик Симон Стевин в своей 
книге «Десятая» (1585) привёл набор практических правил арифме» 
тики десятичных дробей и указал на полезность их использования в 
различных видах измерений и вычислений. Вскоре после его работ в 
математике появилась десятичная запятая (в Англии — точка), 
Определенный этап этого развития науки о числе подвёл Ньютон в 
трактате «Универсальная арифметика» (1707), которым в основном 
был завершён долгий процесе уравнивания в правах на существова- 
ние целых, дробных, отрицательных и иррациональных чисел, Рос- 
сийский академик А. Н. Крылов (1863—1945) писал о приближениях 
чисел так: «Приближённое число следует записать так, чтобы все 
цифры, кроме последней, были бы надёжными (верными)». Довольно 
часто это правило называют правилом Крылова. По мере становле 
мия математики как теоретической науки вопросы практических м 
приближенных вычиелений стали обособляться в отдельные разде- 
лы. 

Представление числа в стандартном виде — базовая операция 
при любых действиях с числами той или иной программной компью" 
терной оболочки. Особенно она незаменима при работе с очень боль- 
шими или очень маленькими по модулю числами. Чаще всего для 
стандартной записи используется однострочная форма записи. 
Например, 1,23459е+03 = 1,23459 . 10" = 1234,59. Здесь «е» или 
«Е — сокращение от латинского слова экспонента (ехропепі), кото- 
рое может быть переведено как «возведение в степень». По этой при 
чине стандартную запись чиела часто называют и экспоненциальной. 
Стандартная запись действительного числа — один из основных тех 
нических инструментов многочиеленных практических приложений 
математики. 
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